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Annexe au chapitre 0 : Exercices récapitulatifs (solutions) 

Exercice 0.1 :

Un cadre doit visiter cinq ateliers (A, B, C, D, E) chaque semaine. Il visite un (et seul) atelier différent chaque jour, du lundi au vendredi. Il choisit l’ordre de ses visites AU HASARD tous les dimanches.

De combien de façons différentes peut-il organiser ses tournées ?

Pour choisir au hasard, il pourrait inscrire les noms des ateliers sur cinq bouts de papier, mélanger ces derniers dans une urne et les tirer (sans remise) un à un, il visitera le premier nom tiré le lundi, etc.

Donc : 

· il tire un atelier à visiter le lundi : 5 possibilités,

· il tire un atelier à visiter le mardi : 4 possibilités,

· il tire un atelier à visiter le mercredi : 3 possibilités, etc.

En tout, il dispose donc de 5.4.3.2.1 = 120 possibilités d’organiser ses visites hebdomadaires. (Application du principe de multiplication.)

Idem sur deux semaines ?

Pour deux semaines successives, il dispose de 120 x 120 = 120² possibilités.

Exercice 0.2 :

Pour me rendre à mon travail, je dispose du métro, je peux marcher et trois bus peuvent me mener à destination. 

De combien de possibilités de me rendre à mon travail puis-je bénéficier ?

Je dispose de 1 + 1 + 3 = 5 possibilités.

Exercice 0.3 :

Soit les ensembles M={Albert, Charles, Bernard} et F={Danielle, Françoise}.
Ecrire M x F en extension et via deux représentations du diagramme en arbre.

M x F = {(Albert, Danielle), (Albert, Françoise), (Charles, Danielle), (Charles, Françoise), (Bernard, Danielle), (Bernard, Françoise)}.
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Exercice 0.4 :

[image: image327.wmf]S

Trouver P(S) avec S={a, b, c}. Quel est le # P(S) ?


P(S) = {{a,b,c},{a,b},{a,c},{b,c},{a},{b},{c}, Ø } ;# P(S) =  2³ =  8

Exercice 0.5 :

Ecrire en extension :

A={x : x²-x-2 =0} ( A={-1, 2}.

B={x : x est une lettre dans le mot « PROBABILITES »} (
B={P,R,O,B,A,I,L,T,E,S }.

C={x : x² = 9, x-3 = 5} ( C={ Ø }.

Exercice 0.6 :

Vrai ou faux :

a) {2, 5, 4} = {4, 5, 2}.

b) {4, 2, 3} ( {2, 3, 4}.

c) {4} ( {{4}}.

d) Ø  ( {{4}}.

e)  {4} ( {{4}}.

f) 1 ( {1, 2, 3, 4}.

TOUT EST VRAI SAUF c)
Exercice 0.7 :

Un homme qui possède 1 € joue aux dés. A chaque fois qu’il joue, soit il gagne 1 € si le résultat est pair, soit il perd 1 € si le résultat est impair. Il peut jouer au maximum cinq fois et arrête de jouer avant la fin s’il a tout perdu ou s’il a gagné 3 € (donc s’il possède 4 €). De combien de façons les paris peuvent-ils s’établir ?

Peut-il terminer le jeu avec la même somme qu’au départ, soit 1 € ?
Résolvez par le diagramme en arbre.


Les nombres représentent l’état de la « fortune » du joueur à chaque étape du jeu. Les nombre en rouge indiquent une fin possible du jeu.
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( 11 façons de parier et il ne terminera jamais le jeu avec 1 € en poche.

Exercice 0.8 :

Soit le plan suivant d’un parc à allées rectilignes. Un homme s’y promène tous les jours, commence toujours sa promenade en allant de X en R et se déplace (sur le plan) horizontalement ou verticalement une étape à la fois. Il s’arrête quand il ne peut continuer à marcher sans passer deux fois sur le même point. Il modifie sa promenade tous les jours.

Combien de promenades différentes sont-elles possibles ?
A 

 B

C


R 

 S

T


X 

 Y

Z

Résolution par le diagramme en arbre










En rouge, les 10 différentes étapes terminales.

Exercice 0.9 :

Une femme dispose de deux bagues identiques. Elle décide de les mettre, soit à l’index, soit au majeur, soit à l’annulaire de la main droite. Elle change chaque jour la disposition de ses bagues.

a) Combien de temps maximum se passe-t-il entre deux dispositions identiques ?

Soit l’épreuve 1 : « Placer une des deux bagues sur un des trois doigts. », #S1 =3 avec S1 son espace d’échantillonnage.

Soit l’épreuve 2 : « Placer l’autre bague sur un des trois doigts. », #S2 =3 avec S2 son espace d’échantillonnage.

Donc, par le principe de la multiplication, on dispose de 3 x 3 = 9 possibilités de placement des bagues.

Mais comme les bagues sont identiques, il est impossible de distinguer M – I de I – M, M – A de A – M et I – A de A – I avec X – Y, signifiant : « La bague 1 a été placée sur le doigt X (X = I, A, M) et la bague 2 sur le doigt Y (Y = I, A, M) . »

Il faut donc retirer 3 possibilités des 9, il reste six placements conjoints distincts des deux bagues identiques.

Il se passe donc 6 jours au maximum entre deux dispositions identiques.

b) Quid si les bagues sont différentes ?

Si les bagues sont différentes, leur ordre quand elles sont sur le même doigt importe, or il existe 3 possibilités de présence commune, une sur  chacun des 3 doigts. Quand leur présence est commune, il existe 2 ! = 2 arrangements différents de ces deux bagues.

Donc il existe 6 possibilités d’enfiler les deux bagues sur un doigt commun.

Il faut les ajouter aux 6 possibilités d’arrangements distincts des deux bagues sur deux doigts différents.

Il existe donc 12 arrangements différents des deux bagues sur les trois doigts.

Il se passe donc 12 jours au maximum entre deux dispositions identiques.

Exercice 0.10 :

Le titulaire d’une classe de 11 garçons et 9 filles doit choisir 3 d’entre eux pour représenter sa classe à un concours inter-écoles.

a) De combien de façons peux-il constituer l’équipe ?
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b) Idem s’il s’impose de choisir un garçon et deux filles ?

Il est possible de choisir un garçon de 11 façons différentes.

Il faut encore choisir 2 filles parmi 9, il existe 
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 = 36 possibilités.

Et par le principe de multiplication, le nombre d’équipes sera égal à 
[image: image4.wmf]C

C

2

9

1

11

.

 

 = 11.36 = 396.

c) Idem s’il s’impose de choisir une fille et deux garçons ?

En appliquant la même démarche, on découvre qu’il existe 
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= 55.9 = 495 possibilités.

Exercice 0.11 :

Madame A. Lamode dispose aujourd’hui de 3 vases de Chine, de deux cristaux de Bohème et d’un saladier du Val-Saint-Lambert, tous ces objets sont différents. Elles les expose fièrement sur une planche de la vitrine de son salon et se donne comme règle de disposer différemment ces objets chaque fois qu’elle reçoit ses amies pour le thé.

Combien de fois peut-elle inviter ses amies sans répéter une disposition déjà réalisée :

a) si aucune restriction n’est mise sur la disposition ?

Il s’agit du nombre de permutations de 6 objets = 6 ! = 720 possibilités de rangement.

b) si les vases de Chine doivent être rangés ensemble et les cristaux de Bohème également ?

Il existe 3 ! possibilités de ranger les 3 vases de Chine côte à côte, de même 2 ! possibilités pour les cristaux de Bohème. Donc par le principe de multiplication 3 !2 !1 ! possibilités de ranger les objets en commençant par les vases de Chine, suivis des cristaux de Bohème, pour terminer par le VSL. Enfin il existe 3 ! possibilités de ranger (c’est-à-dire permuter) les trois groupes d’objets (vases de Chine, cristaux de Bohème, VSL). Donc  au total 3 !3 !2 !1 ! = 72 possibilités de rangement.

c) si seuls les vases de Chine doivent se trouver ensemble ?

Dans ce cas, on considère un groupe de trois objets (les vases de Chine) et les trois autres objets forment chacun un groupe. Donc au total, il s’agit de ranger quatre groupes. Par le même argument que b) supra, il existe 4 !3 ! = 144 possibilités de rangement.

Monsieur Lamode a promis à son épouse de lui offrir un nouveau Val-Saint-Lambert quand la situation de répétition d’une disposition se produira.

Après cet événement, que deviennent les prévisions du nombre d’invitations dans les trois cas ?(Pour cette question, on supposera qu’au point b) les vases Val-Saint-Lambert restent groupés ensemble.)

a) 7 ! = 5040 possibilités de rangement.

b) 3 !3 !2 !2 ! = 144 possibilités de rangement.

c) 5 !3 ! = 720 possibilités de rangement.

Exercice 0.11 :

Dans les « Noces de Figaro », W.A. Mozart à composé une œuvre où les ensembles de taille variable amènent tous les protagonistes à se rencontrer. Il rompait, se faisant, avec la tradition de l’opéra classique et, en innovant de la sorte, produisait un chef d’œuvre absolu de la culture.

Le célèbre chef d’orchestre P.Avaroti  a contacté cinq chanteurs et sept chanteuses qui seraient susceptibles d’être retenus pour la distribution de la nouvelle production des « Noces » que l’Opéra National lui a demandé de diriger la saison prochaine. Deux chanteurs sont nécessaires et 3 chanteuses.

a) Combien de distributions différentes peut-il envisager ?

Pour les chanteurs :
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 possibilités pour les chanteuses, donc par le principe de multiplication, :
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b) Parmi les chanteuses pressenties, la diva C. Astafiore refuse absolument de partager la scène avec L. Acallas dont elle est très jalouse. P.Avaroti n’envisage donc pas de les faire chanter ensemble. Combien de possibilités de distribution lui reste-t-il ?

· Nombre de groupes possibles ne contenant pas les deux divas = 
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 en effet puisqu’on exclut les deux divas, il reste 5 chanteuses parmi lesquelles on en choisit trois. 
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· Nombre de groupe possibles contenant exclusivement une seule des deux divas :

Pour une diva donnée (par exemple C.Astafiore) : 
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en effet puisque sur les sept chanteuses une diva est choisie et l’autre exclue, il reste donc 5 chanteuses parmi lesquelles P. Avaroti doit en choisir deux puisque une (la diva) est imposée.

Mais nous avons deux divas, il faut donc multiplier ce nombre par 2.

Donc finalement, dans ce cas P.Avaroti dispose de 
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· Dès lors, P. Avaroti dispose de 10 + 20 = 30 possibilités de choisir les chanteuses, à multiplier  par les 
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Exercices :

Ecrire les espaces d’échantillonnages associés aux expériences aléatoires suivantes :

Le nombre de parties de dames que vous gagnez dans une série de trois jeux avec un ami.

S = {0, 1, 2, 3} ou S = {x : 0 ( x ( 3, x (N}

Le nombre de visites chez le médecin en un an.

S = {0, 1, 2, …} ou S = {x : x (N}

Le temps en minutes que met un service d’urgence pour se trouver à l’endroit voulu après avoir reçu un coup de téléphone urgent.

S = {x : x > 0, x (R }

La différence de taille (en cms) entre époux.

S = {x : x (R}

Le temps en minutes que vous devez attendre à la poste pour être servi.

S = {x : x ( 0}

Le nombre de réponses correctes données lors d’un test de connaissance générales

· par un candidat à qui on soumet 100 questions ;

S = {0, 1, 2, …, 100}

· par chacun des deux candidats à qui on a posé à chacun séparément 100 questions.

S = {(x,y) : x = 0, 1, 2, …, 100 ; y = 0, 1, 2, …, 100}

Exercice 1.7 : 

Pour un lot d’une douzaine d’ampoules à tester, représentez l’espace d’échantillonnage S : S = {x (N : 0 ( x ( 12}.

ainsi que les événements suivants comme des sous-ensembles  de l’espace d’échantillonnage S :

1. « Une ampoule est défectueuse. » : A= {1}.

2. « Au moins une ampoule est défectueuse. » : B = { x (N : 1 ( x ( 12}.

3. « Au plus une ampoule est défectueuse. » : C = {0, 1}.

Exercice 1.8 : Voici une liste d’événements associés aux épreuves décrites dans une série précédente d’exercices. Décrivez chaque événement comme un sous-ensemble de l’espace d’échantillonnage adéquat :

1. « Vous gagnez au moins deux parties de dames. » : A = {2, 3}.


« Votre ami gagne au moins deux parties de dames. » : B = {0, 1}.
2. « Vous ne rendez pas visite au médecin plus de deux fois par an. » : C = {0, 1, 2}. 

3. « L’ambulance arrive en moins de cinq minutes. » : 

D = {x ( R : 0 (() < x ( 5}.


« L’ambulance met plus de dix minutes pour arriver. » : 


E = { x ( R : 10 < x}.
4. « L’épouse est plus grande que son mari. » : 


F = {x ( R : x < 0}, avec x = taille du mari – taille de l’épouse.
5.  « Le premier candidat donne au moins 75 réponses correctes. » :

G = {(x,y) : x = 75, 76, …, 100 ; y = 0, 1, 2, …, 100}.


« Le second candidat donne au moins 75 réponses correctes. » :

H = {(x,y) : x = 0, 1, 2, …, 100 ; y = 75, 76, …, 100}.


« A eux deux, les candidats donnent au moins 150 réponses correctes. » : 

I = {(x,y) : x = 0, 1, 2, …, 100 ; y = = 0, 1, 2, …, 100 ; x + y > 149}.

Exercice 1.9 : 

Vous allez lancer une pièce de monnaie trois fois de suite. Ecrivez les espaces d’échantillonnage correspondant  :

1. aux résultats des lancers dans l’ordre où ils se présentent :

S1 = {FFF, FFP, FPF, FPP, PFF, PFP, PPF, PPP}.

2. au nombre total de « faces » obtenues : S2 = {0, 1, 2, 3}.
3. au nombre de « piles » obtenues avant la première face : S3 = S2.
Exercice 1.10 : 

Soit un dé honnête. Ecrivez l’espace d’échantillonnage S correspondant à l’épreuve du lancer unique de ce dé : S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Ensuite écrivez les événements suivants comme des sous-ensembles de l’espace d’échantillonnage S :

1. « Le score obtenu est un nombre impair. » : A = {1, 3, 5}.

2. « Le score obtenu est au plus 2. » : B = {1, 2}.

3. « Le score obtenu est 6. » : C = {6}.

Ensuite, écrivez les sous-ensembles suivants de S avec une brève description des évènements qu’ils représentent (si possible) :
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 {2, 4, 6}, « le score obtenu est pair (n’est pas impair)».
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 {3, 4, 5, 6}, « le score obtenu est au moins 3 ».
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{1, 2, 3, 5}, « le score obtenu n’est ni 4 ni 6 ».
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{1, 2, 4, 6}, « le score obtenu n’est ni 3 ni 5 ».
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 {2, 4, 6}, « le score obtenu est un nombre pair ».
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Exercices récapitulatifs sur les probabilités élémentaires (annexe 2 au Ch. 1).

Exercice 1.11 : 
Soit l’épreuve : « On lance trois fois de suite un dé honnête ». 

Donc S= {1, 2, 3, 4, 5, 6}³.

1. A quelles parties de S correspondent les événements :

A : « On n’obtient pas d’as aux trois lancers. »  = {2, 3, 4, 5, 6}³.

B : « On obtient exactement un as. » 

= {{(1, i, i)}( {(i, 1, i)}( {(i, i, 1)}: i ( {2, 3, 4, 5, 6}}.

C : « On obtient au moins un as. » = S\{2, 3, 4, 5, 6}³ ou ~{2, 3, 4, 5, 6}³.

D : « On obtient un as au deuxième et au troisième lancer. » 

= {(i, 1, 1) : i ( {1, 2, 3, 4, 5, 6}}.

2. Calculer la probabilité de ces événements.

P(A)  
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P(C) = 1 -   P(A)  = P(~A) = 1 – 0, 58 … ( 0,42.

P(D)  
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Exercice 1.12 : 
Sur les 10 filles assises au premier rang, 3 ont les yeux bleus. On en désigne 2 au hasard.

Quelle est la probabilité :

d) qu’elles aient toutes deux des yeux bleus ? (P(2) ?)

Il y a 
[image: image28.wmf]45

2

10

=

C

 possibilités de désigner deux filles au hasard parmi les 10.

Il y a
[image: image29.wmf]3

2

3
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C

 possibilités de désigner deux filles parmi les 3 qui ont des yeux bleus.

La probabilité p recherchée se calcule donc par la formule classique p=
[image: image30.wmf]15
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e) qu’aucune n’aie des yeux bleus ? (P(0) ?)

Il y a 
[image: image31.wmf]45
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 possibilités de désigner deux filles au hasard parmi les 10.

Il y a 
[image: image32.wmf]21
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 possibilités de désigner deux filles parmi les 7 qui n’ont pas des yeux bleus.

La probabilité p recherchée se calcule donc par la formule classique p 
[image: image33.wmf]15
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f) au moins une ait des yeux bleus ?(P(>0) ?)

Il y a 
[image: image34.wmf]45
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C

 possibilités de désigner deux filles au hasard parmi les 10.

Il y a 
[image: image35.wmf]7
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 possibilités de désigner une fille parmi les 7 qui n’ont pas des yeux bleus.

Il y a 
[image: image36.wmf]3
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 possibilités de désigner une fille parmi les 3 qui ont des yeux bleus.

Donc la probabilité qu’exactement une fille ait des yeux bleus et pas l’autre P(1) = (formule classique) = 
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Mais nous cherchons la probabilité qu’au moins une ait des yeux bleus :

P(>0) = P(1) + P(2) (puisque événements incompatibles)  = 
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Exercice 1.13 : 
Trois étudiants Albert, Bernard et Charles disputent une compétition de natation. Albert et Bernard ont la même probabilité a priori de gagner et chacun d’eux a deux fois plus de chance de gagner que Charles.

Quelle est la probabilité : 

a) pour chacun de gagner ?

Soit les événements A, B, C, respectivement : « Albert, Bernard, Charles remporte le concours. ». 

Donc {A, B, C} = S, l’espace d’échantillonnage de cette épreuve. A, B, C, sont incompatibles deux à deux et réalisent une partition de S (voir graphique infra).

Posons P(C) = p = la probabilité que Charles gagne.
Donc la probabilité qu’Albert gagne = P(A) = la probabilité que Bernard gagne = P(B) = 2p.

Donc P(A) + P(B) + P(C) = p + 2p + 2p = 5p = 1, donc p =  0,2.

Donc P(A) = 0,4 ; P(B) = 0,4 ; P(C) = 0,2.

b) que Bernard ou Charles gagne ?

P(B(C) = P(B) + P(C) – P(B(C) = 0,4 + 0,2 – 0 = 0,6.

c) qu’Albert et Bernard perdent ?

P(
[image: image39.wmf]B
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) = P(C) = 0,2.

d) qu’Albert ou Bernard perde ?

P(
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car c’est un événement certain puisque A ( 
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 ; B ( 
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ou (voir ch.2) P(
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Graphiquement :



   S = 
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Exercice 1.14 : 
Cinq couples mariés se trouvent réunis. 

a) Si deux personnes sont désignées au hasard, quelle est la probabilité qu’elles soient mariées ?

Il y a 
[image: image52.wmf]2
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= 45 possibilités de choisir 2 personnes parmi 10. (= # de cas possibles).

Il y a 5 couples mariés donc 5 cas favorables.

Donc p = 
[image: image53.wmf]9
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b) Si deux personnes sont désignées au hasard, quelle est la probabilité qu’une d’elles soit une femme et l’autre un homme ?

Il y a de nouveau 45 cas possibles.

Comme il y a 5 hommes et 5 femmes, il y a 5 possibilités de choisir une femme fois 5 possibilités de choisir un homme soit : 5² cas favorables.

Donc p = 
[image: image54.wmf]9
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c) Si quatre personnes sont désignées au hasard, quelle est la probabilité que deux couples mariés aient été choisis ?

Il y a 
[image: image55.wmf]4

10
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= 210 possibilités de choisir 4 personnes parmi 10. (= # de cas possibles).

Il y a 5 couples mariés donc 
[image: image56.wmf]2
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= 10 cas favorables.

Donc p = 
[image: image57.wmf]21
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d) Si quatre personnes sont désignées au hasard, quelle est la probabilité qu’aucun couple marié ne se trouve parmi les quatre personnes ?

Il y a 
[image: image58.wmf]4
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= 210 possibilités de choisir 4 personnes parmi 10. (= # de cas possibles).

Les quatre personnes proviennent de quatre couples différents. Or il y a 
[image: image59.wmf]4
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= 5 possibilités de choisir 4 couples parmi 5.

Et il y a deux façons de ne tirer qu’une seule personne de chaque couple : soit l’époux, soit l’épouse. Donc en tout 2.2.2.2 .5 = 80 possibilités favorables.

Donc p = 
[image: image60.wmf]21
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e) Si quatre personnes sont désignées au hasard, quelle est la probabilité qu’exactement un couple marié soit présent dans les quatre ?

L’événement considéré est complémentaire aux deux précédents, 

donc p = 1 - 
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f) Si les dix personnes sont divisées au hasard en 5 paires, quelle est la probabilité que chaque paire soit mariée ?

Il y a 
[image: image62.wmf]113400
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 divisions possibles des 10 personnes en 5 paires. (= # cas possibles).

Il y a 5 ! possibilités de choisir les couples mariés. (= # de cas favorables) .

Donc p = 
[image: image63.wmf]0,0011
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g) Si les dix personnes sont divisées au hasard en  paires, quelle est la probabilité que chaque paire comprenne un homme et une femme ?

Il y a 
[image: image64.wmf]113400
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 divisions possibles des 10 personnes en 5 paires. (= # cas possibles).

Il y a 5 ! possibilités de choisir un homme dans chaque paire et 5 ! possibilités de choisir une femme dans chaque paire, donc 120² cas favorables.

Donc p = 
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Exercice 1.15 : 
On a établi que la probabilité qu’une caissière de grand magasin reçoive k clients entre 15 et 16 heures est 
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[image: image67.wmf]å

¥

=

=

0

1

k

k

p

, donc 
[image: image68.wmf]å

å

¥

=

¥

=

=

Þ

=

0

0

!

5

1

!

5

1

k

k

k

k

k

k

a

a

.

Or quelque soit le réel (, on a : 
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b) Quelle est la probabilité  que la caissière reçoive moins de 5 clients ? P(C<5) ?

P(C<5) = P(0) + P(1) + P(2) + P(3) + P(4) =  
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c) Quelle est la probabilité  que la caissière reçoive au moins 5 clients ? P(C(5) ?

P(C(5)  = 1 - P(C<5) 
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d) Etablissez un graphique des probabilités de la question b où 5 est remplacé par k, k=0, 1,2, …

Exercice 1.16 : 
Dans une ville, il y a 3 centres de secours d’urgence. Cinq malades appellent le même jour un centre au téléphone après l’avoir choisi au hasard dans l’annuaire téléphonique.

a) Quel est le cardinal de l’univers S associé à cette épreuve ?

#S = 3 . 3 . 3 . 3 . 3 = 35 = 243.

b) Quelle est la probabilité que les cinq malades appellent le même centre ?

#F = {(a, a, a, a, a) ou (b, b, b, b, b) ou (c, c, c, c, c)}, donc #F = 3.

Donc la probabilité que les cinq malades appellent le même centre = 
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c) Quelle est la probabilité que les trois centres soient appelés ? 

#F = {(3a, b, c), (3b, a, c),(3c, a, b),(2a, 2b, c), (2b, a, 2c),(2c, 2a, b)} 

Or il y a 
[image: image75.wmf]!
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(permutations avec répétitions) façons de choisir (3a, b, c), idem pour les deux autres sous-ensembles.

Et il y a 
[image: image76.wmf]!
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 façons de choisir (2a, 2b, c), idem pour les deux autres sous-ensembles.

Donc #F = (3 .5 . 4) + (3 . 5 . 2 . 3) = 60 + 90 = 150.

Donc la probabilité que les trois centres soient appelés = 
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Exercice 1.17 : 
On jette un dé honnête. On mise sur l’as.

a) Quelle est la probabilité de gagner au moins une fois en 6 parties ?

Soit G = « Gagner au moins une fois. » ; soit 
[image: image78.wmf]G

= « Perdre à chaque fois. ».

Soit 
[image: image79.wmf]i
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= « Perdre au ième jet. ».

( P(
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( P(G) = 1 - P(
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b) Montrez que la résolution directe du problème n’est pas possible dans le cadre des lois élémentaires des probabilités.

Il est impossible de résoudre directement : soit Gi = « Gagner au ième jet. ».

P(G) = P(G1 (G2 (G3 (G4 (G5 (G6) ( 
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car les Gi sont compatibles.

c) Combien de fois faut-il lancer le dé pour n’avoir plus que 1% de chances de perdre au maximum ?

Il faut n tel que P(
[image: image90.wmf]G

) ( 0,01 ( (5/6)n ( 0,01 ( n log(5/6) ( log(0,01) 

( n (
[image: image91.wmf])

6

/

5

log(

)

01

,

0

log(

 ( n ( 26.

Exercice 1.18 : 
On admet que dans une famille, les sexes des enfants consécutifs sont indépendants les uns des autres et que chaque enfant a la probabilité ½ d’être un garçon ou une fille.

a) Une famille a deux enfants, quelle est la probabilité qu’elle compte deux garçons ?

Soit F : « Etre une fille. » et G : « Etre un garçon. », P(G) = P(F) = 0,5.
Sa ={(G,F), (G,G), (F,F), (F,G)} =

P(G, G) = P(G(G) = 
[image: image92.wmf]4
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#P = 4 : (G,F)  (G,G)  (F,F)  (F,G)

#F = 1 : (G,G)

( P(G, G)  = 
[image: image93.wmf]4
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b) Une famille a deux enfants dont un au moins est un garçon, quelle est la probabilité qu’elle compte deux garçons ?

Sb ={(G,F), (G,G), (F,G)} =

#P = 3 : (G,F)  (G,G)  (F,G)

#F = 1 : (G,G)

( P(G, G)  = 
[image: image94.wmf]3
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c) Une famille a deux enfants dont l’aîné est un garçon, quelle est la probabilité qu’elle compte deux garçons ?

Sc ={(G,F), (G,G)}= 

#P = 2 : (G,F)  (G,G)  

#F = 1 : (G,G)

( P(G, G) = 
[image: image95.wmf]2
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Exercice 1.19 : 
Avant l’examen de probabilités, le professeur distribue 10 problèmes dont il affirme qu’il en tirera 5 au hasard pour l’examen.

Vous êtes sûr(e) de pouvoir résoudre correctement 7 d’entre eux. 3 vous restent complètement obscurs et vous ne pourrez pas y répondre s’il vous sont posés.

a) Quelle est la probabilité que vous répondiez correctement aux 5 problèmes tirés au hasard le jour de l’examen ?

b) Quelle est la probabilité que vous répondiez correctement à au moins 4 de ces cinq problèmes ?

Solution :

Le professeur peut tirer les cinq questions au hasard parmi les dix de 
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a) Si vous pouvez résoudre 7 des dix questions et qu’il ne faut pas faire d’erreurs dans les cinq posées, il existe 
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Donc la probabilité de répondre correctement aux 5 questions est de 
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b) Dans ce cas, vous pouvez vous permettre de ne pas répondre à une question.

Donc aux 21 possibilités du cas précédent, viennent s’ajouter 
[image: image103.wmf]1
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 possibilités de se voir poser une mauvaise question  fois (principe de multiplication)
[image: image104.wmf]4

7

C

 possibilités d’obtenir 4 bonnes questions sur les cinq posées et parmi les 7 auxquelles vous pouvez répondre, soit : 
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Donc la probabilité de répondre à au moins quatre questions est de : 
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Exercice 1.20 : 
Soit un réseau d’antennes-relais pour la téléphonie portable. Le réseau est conçu de façon à ce que les n antennes implantées en ligne assurent sa fonctionnalité pour autant qu’il n’y ait pas plus d’une antenne défectueuse entre deux antennes en état de fonctionnement. Les antennes sont toutes identiques et rien ne distingue extérieurement une antenne en fonctionnement d’une antenne défectueuse, seuls les diagnostics à distance par ordinateur nous renseignent sur le nombre d’antennes défectueuses dans le réseau, à l’heure actuelle le système nous indique que m d’entre elles sont défaillantes et donc que n-m sont fonctionnelles.

a) Combien de configurations du réseau peut-on trouver dans ce cas pour lesquelles deux antennes défectueuses ne sont pas voisines ?

b) Quelle est la probabilité que le réseau soit fonctionnel ?

c) A titre d’exemple calculez toutes les probabilités de non défaillance du réseau si ce dernier est composé de 10 antennes et que m d’entre elles sont hors service avec m  = 0, 1 ,2, 3,…10. 

d)  Si vous avez du courage, dessinez les abaques pour n= 5, 10, 15 et toutes les valeurs possibles entières de m.

Solution :

a) Soit le schéma suivant où F désigne l’emplacement d’une des n-m antennes fonctionnelles et où ? désigne l’emplacement où au plus une seule antenne non fonctionnelle peut se trouver (donc corrélativement le ? peut aussi désigner l’absence d’antenne).

Pour que le réseau soit en état de fonctionner il faut donc qu’il soit NECESSAIREMENT dans la configuration suivante (attention à la définition de ?, le nombre de F’s étant de n-m) :

? F ? F ? F ? F ?…F ?

Il y donc n-m + 1 positions de type « ? »,  et il faut en choisir m parmi elles pour placer les m antennes défectueuses.

Il y a donc 
[image: image107.wmf]m
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 dispositions possibles des m antennes défectueuses qui maintiennent le réseau en état de fonctionnement.

b)
Pour calculer la probabilité que le réseau soit fonctionnel, il nous faut également connaître le nombre de configurations possibles du réseau lorsque n-m antennes sont fonctionnelles et m ne le sont pas. Ce nombre est égal au nombre de permutations avec répétition de n éléments dont m sont d’un type donné (défaillance) et n-m en sont d’un autre (en fonctionnement).

Il nous faut calculer 
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Donc la probabilité que le réseau fonctionne quand m antennes sur n sont défaillantes est de :
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c) Exemple dans le cas où le réseau se compose de 10 antennes :

	m
	2
	3
	4
	5

	probabilité de fonctionnement
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Commentaires :

Quand le nombre d’antennes défectueuses (m) est au plus 1, le réseau est toujours fonctionnel puisqu’il est impossible que deux antennes défectueuses se succèdent. Quand il y a plus de 5 antennes défectueuses, le réseau sera toujours hors service puisqu’il est impossible de trouver une configuration où deux antennes défectueuses ne se trouvent pas côte à côte.

d)

	     m n
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	5
	1
	0,6
	0,1
	0
	
	
	
	

	10
	1
	0,8
	0,47
	0,17
	0,02
	0
	
	

	15
	1
	0,87
	0,63
	0,36
	0,15
	0,04
	0,01
	0,00…



[image: image114.wmf]ABAQUES POUR n = 5, 10,15

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

m

Probabilité de fonctionnement du réseau

5

10

15


Annexe au chapitre 2 : Exercices récapitulatifs 

Exercice 2.1 : 

On tire une carte d’un jeu de 32 cartes. Soit A = « Tirer un cœur » et B = «Tirer un as ».

Prouver que A et B sont indépendants.

Pour montrer l’indépendance, on doit donc prouver (définition statistique de l’indépendance) que P(A/B) = P(A) = P(A(B)/ P(B) ou P(A(B) = P(B).P(A).

L’approche classique va être utilisée pour calculer les probabilités de A, B et  A(B.
P(A(B) est la probabilité de l’événement : « Tirer un as de cœur. » = 
[image: image115.wmf]32

1
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[image: image116.wmf]4

1

32

8

=
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[image: image117.wmf]8
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.(Formules de Laplace)
Donc P(B).P(A) = 
[image: image118.wmf]32
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 = P(A(B). A et B sont donc indépendants.

Exercice 2.2

Une usine fabrique des pièces en grande série, en deux phases indépendantes. La première phase est susceptible de faire apparaître un défaut X et la seconde un défaut Y.

Une pièce peut présenter le défaut X dans 2% des cas et le défaut Y dans 8% des cas.

Quelle est la probabilité qu’une même pièce tirée au hasard :

a) présente les deux défauts ? P(A) ? 

b) présente au moins l’un des deux défauts ? P(B) ?

c) présente un et un seul des deux défauts ? P(C) ?

d) ne présente aucun des deux défauts ? P(D) ?

N.B. Il est utile de représenter graphiquement (via des diagrammes de Venn) les événements dont on cherche la probabilité ; de montrer que si un événement X et un événement Y sont indépendants, leurs complémentaires le sont également ainsi que de développer les solutions de façon alternative via un diagramme en arbre.

Solution :

Quelle est la probabilité qu’une même pièce tirée au hasard :

a) présente les deux défauts ? P(A) ? 

Soit : X : « La pièce présente le défaut X » ; Y : « La pièce présente le défaut Y ».

Alors : P(X) = 0,02 ; P(Y) = 0,08 ; P(
[image: image119.wmf]X

) = 0,98 ; P(
[image: image120.wmf]Y

) = 0,92. 

X et Y sont indépendants de même que 
[image: image121.wmf]X

 et 
[image: image122.wmf]Y

. 

Preuve :

Si X et Y sont indépendants, 

P(X(Y) = P(X).P(Y) et P(
[image: image123.wmf]X

) = 1 - P(X) et P(
[image: image124.wmf]Y

) = 1 - P(Y).

Si 
[image: image125.wmf]X

 et 
[image: image126.wmf]Y

 sont indépendants, 

P(
[image: image127.wmf]X

( 
[image: image128.wmf]Y

) = P(
[image: image129.wmf]X

).P(
[image: image130.wmf]Y

) = (1 - P(X)).(1 - P(Y)) = 1 - P(X) - P(Y) + P(X).P(Y).

Or (
[image: image131.wmf]X

( 
[image: image132.wmf]Y

) = ~(X(Y) (Loi de de Morgan)et P(X(Y) = P(X) + P(Y) - P(X).P(Y).

Donc P(~(X(Y)) = 1 - P(X(Y) = 1 - P(X) - P(Y) + P(X).P(Y) =  P(
[image: image133.wmf]X

( 
[image: image134.wmf]Y

). q.e.d.

Donc P(A) = P(X et Y) = P(X(Y) = P(X).P(Y) = 0,02 . 0,08 = 0,0016.

b) présente au moins l’un des deux défauts ? P(B) ?

P(B) = 1 - P(
[image: image135.wmf]X

( 
[image: image136.wmf]Y

) = 1 - P(
[image: image137.wmf]X

).P(
[image: image138.wmf]Y

) = 1 - (0,98 .0,92) = 0,0984.

c) présente un et un seul des deux défauts ? P(C) ?

P(C) = P(X ou(excl.) Y) = P(X(Y) - P(X(Y)
= P(X) + P(Y) - 2 . P(X(Y) 


= 0,02 + 0,08 - (2 .(0,02 . 0,08))


= 0,10 - 0,0032 = 0,0968.

ou

P(C) = P(B) - P(A) = 0,0984 – 0,0016 = 0,0968.

ou

P(C) = P(X et 
[image: image139.wmf]Y

) ou (excl.) P(
[image: image140.wmf]X

et 
[image: image141.wmf]Y

)  = P(X ( 
[image: image142.wmf]Y

) + P(
[image: image143.wmf]X

( 
[image: image144.wmf]Y

) :

en effet P(X et 
[image: image145.wmf]Y

) ( P(
[image: image146.wmf]X

et 
[image: image147.wmf]Y

) = P(X ( 
[image: image148.wmf]Y

) ((
[image: image149.wmf]X

( 
[image: image150.wmf]Y

) = (,

donc P(C) = 0,02 . 0,92 + 0,08 . 0,98 = 0,0968.

d) ne présente aucun des deux défauts ? P(D) ?

P(D) = 1 – P(B) = 1 - 0,0984 = 0,9016.

ou

P(D) = P(
[image: image151.wmf]X

et 
[image: image152.wmf]Y

) = P(
[image: image153.wmf]X

( 
[image: image154.wmf]Y

) = P(
[image: image155.wmf]X

) . P(
[image: image156.wmf]Y

) = 0,98 .0,92 = 0, 9016.

DEVELOPPEMENT EN ARBRE









Exercice 2.3

Une machine industrielle comprend trois organes de fonctionnement. Si l’un d’entre eux présente une défaillance, la machine tombe en panne. Les défaillances possibles de ces organes sont indépendantes et les probabilités de défaillance sont respectivement 0,02, 0,05 et 0,10.

Quelle est la probabilité que la machine tombe en panne ? P(D) ? 

Soit A,B, C, les événements : « L’organe i fonctionne, i = A, B, C. ».

Donc 
[image: image157.wmf]D

 = 
[image: image158.wmf]C

B

A

Ç

Ç

.

Donc 
[image: image159.wmf]C

B

A

,

,

 correspondent à l’événement : « L’organe i est tombé en panne. ».


[image: image160.wmf].
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N.B. 
IMPOSSIBLE par 
[image: image161.wmf])
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         = 0,02 + 0,05 + 0,10 = 0,17.


car 
[image: image162.wmf]A

, 
[image: image163.wmf]B

et 
[image: image164.wmf]C

 ne sont pas incompatibles entre eux.

Exercice 2.4

Une machine automatique comprend trois organes notés O1, O2 et O3. Les organes O1 et O2 sont interchangeables : si l’un d’eux est défectueux, l’autre prend le relais ; par contre, l’organe O3 est indépendant de O1 et O2. La machine tombe en panne si O1 et O2 ou O3 sont défectueux. 

On désigne par A, B, C respectivement les événements suivants « O1, O2, O3 est défectueux. ». 

Calculer la probabilité que la machine tombe en panne, P(D), en fonction des probabilités d’événements qui soient des réunions des événements élémentaires A, B et C. 

Solution :

D = (A(B)(C = (A(C)((B(C).

Et 
[image: image165.wmf]D

 désignera l’événement : « La machine fonctionne. » ( 
[image: image166.wmf])
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( P(
[image: image167.wmf])

D

= [1-P(C)].[1-P(A).P(B)] = 1- P(A).P(B) - P(C) + P(A).P(B).P(C).

( P(
[image: image168.wmf])

D

= 1- P(
[image: image169.wmf])

D

= P(A).P(B) + P(C) - P(A).P(B).P(C).

Exercice 2.5

Un système de chauffage central au fioul comporte une pompe et un brûleur montés en série. Ces deux éléments peuvent tomber en panne durant l’hiver. Tout le système s’arrête si l’un des deux éléments est en panne.

a. Supposons que le système ait été activé pendant un hiver et qu’un résultat (x,y) soit enregistré : x = 0 si la pompe fonctionne durant tout l’hiver sans défaillance, autrement x = 1 ; de même y = 0 si le brûleur fonctionne correctement, autrement y = 1.

Décrivez et représentez graphiquement : 

· en compréhension et en extension l’espace d’échantillonnage associé à cette épreuve ; 
S = {(0,0), (1,0), (0,1), (1,1)} ou S = {(x,y) ( x = 0,1 et y = 0,1}.

Représentation graphique :




· en extension, les événements suivants :
· B = « Le brûleur tombe en panne durant l’hiver » ;
B = {(0,1), (1,1)}.



· P = « La pompe tombe en panne durant l’hiver » ;
P = {(1,0), (1,1)}.



C= « Le système de chauffage passe l’hiver sans panne ».
C = {(0,0)}.




· Donnez en plus de la description en extension, la signification et/ou la définition des événements suivants :
· P(B ; 
P(B = {(1,1)} = «La pompe et le brûleur tombent tous deux en panne durant l’hiver ».

· P(B ;
P(B  = {(1,0), (0,1), (1,1)} = «Le système est tombé en panne durant l’hiver ».

· C(P;
C(P = ( , il est impossible pour le système de fonctionner tout l’hiver (C) quand la pompe a connu une défaillance (P). Ces deux événements sont dits disjoints.

· P(
[image: image170.wmf]C

.

P(
[image: image171.wmf]C

est facile à vérifier, on dit que P implique 
[image: image172.wmf]C

 : en effet si la pompe casse, le système ne fonctionne pas.

b) La probabilité de panne de la pompe est P(P) et celle du brûleur, P(B), les pannes sont indépendantes. Si P(P) = 0,10 et P(B) = 0,05.   

Quelle est la probabilité :

· que l’on ait froid pendant l’hiver ?

P(B  = {(1,0), (0,1), (1,1)} = «Le système est tombé en panne durant l’hiver. »

= P(P) + P(B) – P(P(B) = P(P) + P(B) – P(P) . P(B) = 0,10 + 0,05 – 0,10 . 0,05 = 0,145.

· que l’on doive réparer simultanément les deux composants du système ?

P(P(B) = P(P) . P(B) = 0,10 . 0,05 = 0,005.

Exercice 2.6

Dans une population de jeunes, il y a 40% de fumeurs et 30% atteints par une maladie respiratoire. Parmi les fumeurs 60% sont atteints par la maladie.

Quelle est la probabilité pour que quelqu’un atteint par la maladie soit également fumeur ? (N.B. Modélisez la résolution du problème d’au moins deux façons différentes).

Soit F = « Etre fumeur. ». P(F) = 0,4.

Soit M = « Etre malade. ». P(M) = 0,3.

Et P(M/F) = 0,6.

Soit NF = «  Etre non fumeur. » et NM = « Etre en bonne santé. ».

P(F/M) = 
[image: image173.wmf]8
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SOLUTION PAR LE DIAGRAMME EN ARBRE

En noir, données de l’énoncé et de la théorie

Probabilités jointes






 ( P(F/M) = 
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Exercice 2.7

Un circuit particulier dans un système de sécurité d’un avion ne fonctionne que si les composants C1 et C2 ne tombent pas en panne. Il suffit qu’un seul soit en panne pour que le circuit ne fonctionne pas

C1 tombe en panne avec une probabilité (1 (0<(1<1) et C2 avec une probabilité (2 (0<(2 <1).

Les pannes de C1 et de C2 sont indépendantes.

a) Le circuit de base est représenté infra. 



Quelle est la probabilité que le circuit tombe en panne ? 

Soit A = « C1 tombe en panne. » ;

Soit B = « C2 tombe en panne. » ;

Soit C = « Le circuit tombe en panne. ».

P(C) = P(A(B) = P(A) + P(B) – P(A(B) = (1 + (2 - (1.(2  ,

Ou  P(A(B) = 1 – P(
[image: image175.wmf]A

(
[image: image176.wmf]B

) ; or P(
[image: image177.wmf]A

) = 1 -  (1  et P(
[image: image178.wmf]B

) =  1 -  (2, 

donc P(C) = 1 – [(1 -  (1) . (1 -  (2)] = (1 + (2 - (1.(2  ,

avec 0 < P(C) < 1.

b) On réplique le circuit pour assurer une meilleure sécurité selon le schéma suivant :   






Quelle est la probabilité que le circuit tombe en panne ? 

Soit A = « C1a tombe en panne. » ;

Soit B = « C2a tombe en panne. » ; A(B = F = « Le circuit a tombe en panne. » ;

Soit D = « C1b tombe en panne. » ;

Soit E = « C2b tombe en panne. » ; D(E = G = « Le circuit b tombe en panne. » ;

Soit C* = « Le circuit tombe en panne. ».

P(C*) = P[(A(B) ((D(E)]  = P(F(G) = P(F) . P(G)

Or P(F) = P(G) = P(A(B) = P(C) = 1 – [(1 -  (1) . (1 -  (2)], avec 0 < P(C) < 1.

Donc P(C*) = P(C)² = {1 – [(1 -  (1) . (1 -  (2)]}², 

donc P(C*) < P(C), puisque P(C) < 1.

c) On améliore ensuite la redondance en la câblant comme suit :




Quelle est la probabilité que le circuit tombe en panne ? 

Soit H = B(E
Soit C° = « Le circuit tombe en panne. ».

P(C°) = P[(A(D) ( (B(E)] = P{[(A(B) ((A(E)] ( [(D(B) ((D(E)]}

Preuve : 
 [(A(D) ( (B(E)] = (A(D) (H =(A(H) ( (D(H) par distributivité ;

= [A((B(E)] ( [(D((B(E)] par définition de H. 

= [(A(B) ((A(E)] ( [(D(B) ((D(E)] par distributivité.

Or tous les événements entre parenthèses sont indépendants et la probabilité de chacun vaut P(C).

Donc P(C°) = P(C) . P(C) . P(C) . P(C) = P(C*)², et donc P(C°) < P(C*) < P(C).

Exercice 2.8

Dans la classe de 6ème B, 25% des élèves n’ont pas réussi l’épreuve de mathématiques, 15% celle de chimie, et 10% des élèves n’ont pas réussi en chimie ni en maths.

Un élève est choisi au hasard.

a) S’il n’a pas réussi chimie, quelle est la probabilité qu’il n’ait pas réussi en maths ?

Soit M = « L’élève a un échec en maths. » ; 

et C = « L’élève a un échec en chimie. ».

Donc P(M) = 0,25 ; P(C) = 0,15 ; P(M(C) = 0,10.

On cherche P(M/C) = 
[image: image179.wmf]3
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b) S’il n’a pas réussi les maths, quelle est la probabilité qu’il n’ait pas aussi réussi en chimie ?

On cherche P(C/M) = 
[image: image180.wmf]5
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c) Quelle est la probabilité qu’il ait au moins un échec dans les deux branches ?

P(M(C) = P(M) + P(C) - P(M(C) = 0,25 + 0,15 - 0,10 = 0,3.

Exercice 2.9

L’entreprise de Mr Dupont organise un goûter pour ceux des employés ayant au moins un fils. Chacun de ces employés est invité à se présenter avec son aîné. On sait que Dupont a deux enfants et il est invité au goûter.

Quelle est la probabilité que ses enfants soient tous deux des garçons ?

[On suppose que l’ensemble élémentaire est S = {(g,g), (g,f), (f,g), (f,f)} et que tous ces événements sont équiprobables, (f,g) signifie que l’enfant premier-né est une fille, l’enfant cadet, un garçon, etc.]

Soit E = {(g,g)} et F = {(g,g), (g,f), (f,g)}.

On cherche P(E/F) = P(E(F)/P(F) = 
[image: image181.wmf].
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Exercice 2.10
Monica hésite entre suivre un cours d’anglais et en suivre un en chimie. Comme elle préfère la chimie, elle estime à 1/2 la probabilité d’obtenir une distinction en anglais contre 2/3 dans le cas de la chimie. Totalement indécise, elle joue sa décision sur le résultat du lancer d’une pièce équilibrée.

Quelle est la probabilité que Monica obtienne une distinction en chimie ?
Soit D = « Obtenir une distinction. » ; et C = « Choisir le cours de chimie. ».

On cherche P(D(C) = P(D/C) . P(C) = 
[image: image182.wmf]3
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Exercice 2.11

Une urne contient 8 boules rouges et 4 boules blanches indiscernables au toucher. Deux boules sont tirées sans remise.

Quelle est la probabilité que l’on tire deux boules rouges ?

(N.B. Utilisez trois méthodes différentes de solution)
Solution :

Soit R1 = « Obtenir une boule rouge au premier tirage. »

et 

R2 = « Obtenir une boule rouge au deuxième tirage. ».

1. On cherche P(R1(R2) = P(R2/R1) . P(R1) = 
[image: image183.wmf]424
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2. Ou (formule de Laplace) :

# cas possibles : 
[image: image184.wmf]66
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# cas favorables : 
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P(R1(R2) = 
[image: image186.wmf]424
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3. Ou (diagramme en arbre) :

Soit B = « Obtenir une boule blanche. ».










Probabilités jointes













 Exercice 2.12

La banque CETONFRIK possède 500 micro-ordinateurs de technologie « soft-fail » reliés en réseau. Cette technologie se caractérise par la présence de deux processeurs P1 et P2 qui permettent à la machine de fonctionner tant que l’un d’entre eux est en état de fonctionnement et pour autant que l’unité disque soit également en état de fonctionnement. Les probabilité de défaillance de ces matériels sont respectivement de 2% pour les unités disque, de 1 % pour les processeurs de type P2 et 0 ,5% pour les processeurs de type P1.

a) Combien d’ordinateurs peut-on espérer voir fonctionner à tout moment ?

Posons :

· F = « L’ordinateur fonctionne . »

· D = « L’unité disque est en état de marche. », P(D) = 1-P
[image: image187.wmf])

(

_

D

= 1- 0,02 = 0,98.

· P1 = « Le processeur P1 est en état de marche. », P(P1) = 1-0,005 = 0,995.

· P2 = « Le processeur P2 est en état de marche. », P(P2) = 1-0,01 = 0,99.

On cherche P(F), or F = 
[image: image188.wmf](
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Donc P(F) = P[
[image: image190.wmf](
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] = P(D(P1) + P(D(P2) – P(D(P1( D(P2) 

= P(D(P1) + P(D(P2) – P(D(P1( P2) = P(D).P(P1) + P(D).P(P2) - P(D).P(P1).P(P2). 

= 0,98. 0,995 + 0,98. 0,99 - 0,98.0,995.0,99 = 0,9751 + 0,9702 – 0,965349 = 0,979951.





Donc 500 x 0,979951 = 489,9755 c’est-à-dire 489 ou 490 ordinateurs fonctionneront à tout moment.
b) Quelle est la probabilité qu’un ordinateur tiré au hasard fonctionne grâce à un et un seul des deux processeurs ?

Soit F/1P = « L’ordinateur fonctionne avec un et seul processeur en état de marche. »

P(F/1P) = P{[(
[image: image191.wmf]1
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(0,98 . 0.995) + (0,98 . 0,99) – 2. (0,98 . 0,995 . 0,99) =

0,9751 + 0,9702 – 2 .0,965349 = 0,01460.





Annexe au chapitre 3 : Exercices récapitulatifs (solutions) 

Exercice 3.1

On pose une question au hasard à une personne dans une population comptant une proportion p de tricheurs.

On admet que si cet individu est tricheur, il connaît d’avance la réponse ; sinon il a une chance sur 12 de répondre correctement.

a) Quelle est la probabilité que le candidat choisi connaisse la bonne réponse ?
b) Sachant que le candidat a répondu correctement, quelle est la probabilité qu’il ait triché ? (Résoudre de deux façons différentes.)
c) Dessinez une abaque de la probabilité que le candidat a d’être tricheur s’il a bien répondu en fonction de la proportion de tricheurs dans la population. 
N.B. Pour la résolution, poser :

B = « Le candidat a bien répondu. » et T = « C’est un tricheur. ».

Noter : (B,
[image: image204.wmf]B

) et (T,
[image: image205.wmf]T

) sont des S.C.E.

Solution : 

On sait que : P(B/T).= 1 ; P(T) = p ; P(B/
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).= 
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 ; P(
[image: image208.wmf]T

) = (1 – p).

On cherche : a) P(B) et b) P(T/B).

a) P(B) = (LPT) P(B/T).P(T) + P(B/
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b) – Par la formule de Bayes :

P(T/B) = 
[image: image213.wmf]p

11

1

p

12

12

p

11

1

p

.

1

)

(

P

)

(

P

).

/

(

P

)

(

P

).

/

(

P

)

(

P

).

/

(

P

)

(

P

).

/

(

P

+

=

+

=

=

+

B

T

T

B

T

T

B

T

T

B

T

T

B

.

– Par un diagramme en arbre :







c) Abaque de la probabilité que le candidat a d’être tricheur s’il a bien répondu en fonction de la proportion de tricheurs dans la population (p).

Exercice 3.2

Une urne contient 9 jetons numérotés de 1 à 9. On en sort deux sans en noter les numéros .

a) Quelle est la probabilité qu’un troisième jeton tiré de l’urne soit pair ?
P.N. La difficulté de ce problème est sa modélisation plus complexe. Particulièrement celle des conditions. Le choix qui a été fait infra a été de les décrire en extension sur base de deux événements élémentaires :

JP = « Tirer un jeton pair. » et JI = « Tirer un jeton impair. » = 
[image: image214.wmf]JP

.

Pour décrire complètement les conditions auxquelles est soumis le résultat de l’épreuve : « Tirer le 3è jeton. », nous définissons les événements composés suivants :

A1=JP,JP ; A2=JI,JI ; A3=JP,JI ; A4=JI,JP.
Avec {Ai ; i=1, 2, 3, 4}un SCE.

et B = «Le 3è jeton tiré est pair. ». 

Donc (LPT) 
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Or (Laplace)


P(A1) = 
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b) Quelle est la probabilité que les trois jetons soient impairs si l’un des trois l’est ? 
Soit A = « Les trois jetons sont impairs. » = (JI, JI, JI).

Soit B = « Un des trois jetons est impair. » = (JI(I(I)((I(JI(I)((I(I(JI) ; I=JP(JI
Or 
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On cherche P(A/B) = 
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or A ( B = A puisque A ( B (A ( B) et
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Donc P(A/B) = 
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Exercice 3.3

En Europe occidentale, 5% des garçons et 0,25% des filles naissent daltoniens. 51% des naissances concernent des garçons.

a) Quelle est la proportion de garçons dans la population des bébés daltoniens ?
Soit D = « Etre daltonien » ; G = « Etre un garçon » et F = « Etre une fille ».

On cherche P(G/D) 

Par la formule de Bayes : P(G/D) = 
[image: image229.wmf])
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Or P(G) = 0,51 ; donc P(F) = 0,49 puisque (G,F) est un SCE ;²

P(D/G) = 0,05 et P(D/F) = 0,0025.

Donc P(G/D) = 
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b) Quelle est la proportion d’enfants daltoniens dans le total ? 
N.B. : (G,F) est un SCE.
On cherche P(D) = (LPT) 
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Exercice 3.4

La compagnie d’assurance SECOURT-SERTAIN propose des primes réduites à ses clients à faible risque. Elle a donc réparti la population en deux classes : ceux qui sont enclins aux accidents et ceux qui ne le sont pas. Ses statistiques montrent qu’un individu enclin aux accidents a une probabilité de 0,4 d’en avoir un au cours d’une année, alors que cette probabilité tombe à 0,2 pour les gens à faible risque. On suppose que 30% de la population appartient à la classe à haut risque.

Solution :

a) Quelle est la probabilité qu’un nouvel assuré soit victime d’un accident durant la première année de son contrat ?
Soit :

A1 = « Le nouvel assuré aura un accident au cours de la première année. » ;

HR = « Le nouvel assuré fait partie de la classe à haut risque. » ;

FR = « Le nouvel assuré fait partie de la classe à faible risque. ».

P(A1) = P(A1/HR).P(HR) + P(A1/FR).P(FR) = (0,4.0,3) + (0,2.0,7) = 0,12 + 0,14 = 0,26.

b) Quelle est la probabilité qu’il fasse partie de la classe à haut risque s’il est victime d’un accident dans l’année qui suit la conclusion de son contrat ?

P(HR/A1) = P(HR(A1)/ P(A1) = P(A1/HR).P(HR)/ P(A1) = (0,4.0,3) / 0,26 = 6/13.

c) Quelle est la probabilité conditionnelle pour un nouveau client d’avoir un accident durant la deuxième année de son contrat s’il a eu un accident durant la première année ?

Soit A2 = « Le nouvel assuré aura un accident au cours de la deuxième année ».

On peut conditionner sur le fait que le client peut être à haut risque ou non.

P(A2/A1) = 
P(A2/HR(A1) .P(HR/A1) 
+ 
P(A2/FR(A1) . P(FR/A1) =




4/10 . 6/13 


+ 
2/10 . 7/13
= 

24/130 


+ 
14/130
= 38/130 

( 0,292.

Exercice 3.5

Chacun de deux petits meubles identiques a deux tiroirs. Le meuble A contient une  pièce d’argent dans chaque tiroir, le meuble B ayant une pièce d’argent dans un tiroir et une pièce d’or dans l’autre. On désigne un des deux meubles au hasard, on ouvre l’un de ses deux tiroirs et on y découvre une pièce d’argent.

a) Quelle est la probabilité que ce soit le meuble A qui a été  choisi ?

Soit A1 = « Découvrir une pièce d’argent dans un des deux tiroirs. ».

Soit A2 = « Découvrir une pièce d’argent dans l’autre tiroir. ».

Soit O2 = « Découvrir une pièce d’or dans l’autre tiroir. ».

Soit A = « Choisir le meuble A. ».

Soit B = « Choisir le meuble B. ».

On cherche P(A/A1) = P(A(A1)/P(A1)=
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b) Quelle est la probabilité qu’il y ait une pièce d’argent dans l’autre tiroir ?

On cherche P(A2/A1) = P(A2/ A(A1)/P(A/A1) + P(A2/ B(A1)/P(B/A1) =
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c) Quelle est la probabilité qu’il y ait une pièce d’or dans l’autre tiroir ?

On cherche P(O2/A1) = P(O2/ A(A1)/P(A/A1) + P(O2/ B(A1)/P(B/A1) =
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Exercice 3.6

On sait que globalement 98% des bébés survivent à l’accouchement. Cependant 15% des naissances se font par césarienne, dans ce dernier cas, le taux de survie des nouveaux nés est de 96.%.

a) Si, dans la population, une femme enceinte est choisie au hasard n’accouche pas par césarienne, quelle est la probabilité que son bébé survive ? (Deux méthodes de solution).

Soit S = « Le bébé survit. » et C = «L’accouchement se fait par césarienne. ».

P(S) = 0,98
P(
[image: image235.wmf]S

)=0,02.
P(S/C) = 0,96.

P(C) = 0,15 
P(
[image: image236.wmf]C

)=0,85.
P(
[image: image237.wmf]S

/C) = 0,04.

On cherche P(S/
[image: image238.wmf]C

) ; or par la loi des probabilités totales :

P(S) = P(S/C) .P(C) + P(S/
[image: image239.wmf]C

) . P(
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) ( 0,98 = 0,96 . 0,15 +  P(S/
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) . 0,85.

( P(S/
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[image: image243.wmf]9835

,

0

85

,

0

15

,

0

96

,

0

98

,

0

=

´

-

.

Autre méthode : le diagramme en arbre :







Calcul des probabilités jointes et conditionnelles :

P(
[image: image244.wmf]S
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) = 0,144 = 0,15 * 0,96.

P(
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) = 0,006 = 0,15 * 0,04.

P(
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) = 0,836 = 0,98 – 0,144.
P(
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P(
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)  = 0,0165 = 1 – 0,9835.
P(
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) = 0,014 = 0,85 * 0,0165.

b) Si, dans la population des bébés nés ce jour et survivants, on en choisit un au hasard, quelle est la probabilité qu’il soit né par césarienne ?

On cherche P(C/S) = 
[image: image250.wmf]14694

,

0

98

,

0

15

.

0

.

96

,

0

)

(

)

(

).

/

(

=

=

S

P

C

P

C

S

P

.

Exercice 3.7

Dans cette population, on sait que 36% des ménages possèdent un chien et 30% un chat. On sait également que 22% des ménages qui possèdent un chien ont aussi un chat.

a) Quelle est la probabilité qu’un ménage tiré au hasard dans cette population possède à la fois un chien et un chat ?

Soit D = « Le ménage possède un chien. » et C = « Le ménage possède un chat. ».

P(D) = 0,36.
P(C/D) = 0,22.

P(C) = 0,30.
P (
[image: image251.wmf]D

) = 0,64.

On cherche P(
[image: image252.wmf]C
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) = P(C/D) . P(D) = 0,22 . 0,36 = 0,0792.

b) Quelle est la probabilité qu’un ménage possédant un chat, possède aussi un chien ? (deux méthodes de solution).

On cherche P(D/C).

Loi du produit des probabilités :

P(D/C) = P(
[image: image253.wmf]C
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)/P(C) = 0,0792 / 0,30 = 0,264.

Théorème de Bayes

P(D/C) = P(C/D) . P(D) / (P(C/D) . P(D) + P(
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On doit donc chercher P(
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)) / P(
[image: image260.wmf]D

) = (0,30-0,0792) / 0,64 = 0,2208 / 0,64 = 0,345.

( P(D/C) = 0,0792 / (0,0792 + (0,345 . 0,64)) = 0,0792 / 0,2208 = 0,264.

En jaune : P(
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Exercice 3.8 : La chèvre de Monty

Dans un jeu télévisé américain très populaire, Monty propose au gagnant d’une épreuve le choix suivant : trois portes fermées sont en face du candidat, une d’entre elles cache une voiture, chacune des deux autres une chèvre. Le candidat désigne une porte au hasard et gagne ce qu’elle cache.

Très souvent Monty avant d’ouvrir la porte désignée par le candidat, en ouvre une des deux autres cachant une chèvre et demande au candidat s’il modifie sa décision. Très souvent également les candidats, avouant qu’ils sont superstitieux, maintiennent leur choix initial. 

Ont-ils raison ? Résolvez par le diagramme en arbre.

P.N. : pour résoudre ce problème par le(s) diagramme(s) en arbre, il faut considérer deux types d’action : deux épreuves (le choix d’une porte par le candidat et le choix d’une chèvre par Monty dans le cas où la voiture a été désignée par le candidat) et une décision : changer ou non de choix.

Soit A= « Le candidat gagne l’auto. » ; C = « Le candidat change de décision. »

Choix aléatoire du 

La chèvre que 

Le candidat
candidat :



Monty montre
:

change de décision,









il obtient :










Donc P(A/C) = 1/3 + 1/3 = 2/3.

Choix aléatoire du 

La chèvre que 

Le candidat ne change
candidat :



Monty montre
:

pas de décision,










il obtient :










Donc P(A/
[image: image262.wmf]C

) = 1/6 + 1/6 = 1/3.

Exercice 3.9 : Tricher aux cartes

Un jeu souvent pratiqué consiste à présenter 3 cartes à un candidat, une dont les deux faces sont rouges, l’autre dont les deux faces sont noires et la troisième est bicolore : une face rouge, l’autre noire.

Les cartes sont mélangées dans un chapeau, l’une d’entre elles est tirée au hasard et, sans observer sa ou ses couleurs, est posée sur le sol.

Si la face apparente est rouge, quelle est la probabilité que l’autre soit noire ?

(Etablissez intuitivement la probabilité a priori de cet événement, résolvez et comparez les résultats ; en général, ils diffèrent).

Soit RR : « La carte tirée est rouge sur les deux faces.».

Soit NN : « La carte tirée est noire sur les deux faces.».

Soit RN : « La carte tirée est rouge sur une des deux faces, noire sur l’autre. ».

Soit RA : « La face apparente est rouge.».

Soit NA : « La face apparente est noire.».

Soit RC : « La face cachée est rouge.».

Soit NC : « La face cachée est noire.».

On cherche P(NC/RA).

Par formule P(NC/RA) = 
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En effet P(RA) = (LPT) P(RA/RR).P(RR) + P(RA/NN).P(NN) + P(RA/RN).P(RN) = 1.1/3 + 0.1/3 + 1/2.1/3 = 3/6 = 1/2.

Et P(NC(RA) est obtenue par la formule de Laplace, en effet, il y a six possibilités pour la face cachée (trois rouges et trois noires), mais une seule favorable à la réalisation de l’événement (NC(RA) : tirer la carte bicolore, et faire apparaître la face rouge, donc P(NC(RA) = 1/6.

Résolution par le diagramme en arbre :

Quelle carte est-elle

De quelle couleur


De quelle couleur

tirée ?  


est la face apparente ?

est la face cachée ?











Exercice 3.10 : Organisation de recherches

Un avion a disparu avec une chance égale dans une des trois régions i = 1, 2 ou 3.

Si la probabilité de manquer l’avion dans la région i est égale à (i , quelle est la probabilité que l’avion se trouve dans la ième région sachant que les recherches dans la région 1 se sont révélées infructueuses ?

Solution :

Soit les événements suivants :

Di = « L’avion a disparu dans la région i. », i = 1, 2, 3. P(Di) = 1/3.

E1 = «  L’avion n’a pas été découvert dans la région 1. ».

On sait que P(E1/D1) = (1. 

On cherche P(Di/E1), i = 1,2,3.

P(D1/E1) = 
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P(Di/E1) = 
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, i = 2, 3.

Il est utile d’observer que la probabilité a posteriori que l’avion se trouve dans les régions 2 et 3 quand on ne l’a pas découvert dans la région 1 est supérieure à la probabilité à priori et tend vers 0,5 quand (1. tend vers 0 alors que c’est l’inverse dans la région 1. Ce qui confirme les intuitions a priori. 

Exercice 3.11

500 couples mariés dont chacun des deux conjoints travaillent ont vu leur déclaration d’impôt de l’an dernier analysée à des fins d’études statistiques. Dans le rapport de cette analyse, on trouve le tableau de contingence suivant :

Répartition des revenus des conjoints (nombre de couples)

	Femme
	Mari

	
	< 25.000 €
	( 25.000 €

	< 25.000 €
	212
	198

	( 25.000 €
	36
	54


Donc dans cette population de 500 couples, il y a 54 couples où à la fois la femme et le mari gagnent chacun au moins 25.000 €, etc.

a) Si, dans la population de ces couples, on en choisit un au hasard, quelle est la probabilité que le mari gagne au moins 25.000 € ?


Il s‘agit de la probabilité marginale que le mari gagne au moins 25.000 €, via l’approche fréquentiste, on peut établir quelle vaut (198 + 54)/ 500 = 252/500 =  0,504.


b) Si, dans la population de ces couples, on en choisit un au hasard, quelle est la probabilité conditionnelle que la femme gagne au moins 25.000 € sachant que son mari gagne au moins la même somme ?


Selon la même approche, la probabilité s’établit à 54/(198 + 54) = 54/252 = 3/14 = 0,214.

c) Si, dans la population de ces couples, on en choisit un au hasard, quelle est la probabilité conditionnelle que la femme gagne au moins 25.000 € sachant que son mari gagne moins que cette somme ?

Selon la même approche, la probabilité s’établit à 36/(212 + 36) = 36/248 = 9/62 = 0,145.

Exercice 3.12

Le garage D. Gonflet est spécialisé dans le montage des pneus de voiture. A partir de ses statistiques tenues sur ses fidèles clients, le patron a pu établir les probabilités suivantes : un train de pneus ordinaires montés d’origine sur une voiture neuve a une probabilité de 80% d’être encore légalement utilisable après 25.000 km, de 40% de l’être après 35.000 km et de 10% de l’être après 45.000 km.

Si un client lui demande de vérifier ses pneus alors qu’il s’agit de ceux qui ont été montés d’origine sur sa voiture qu’il avait achetée neuve et qui vient de franchir le cap des 25.000 km et que ces derniers s’avèrent être encore légalement utilisables :

a) Quelle est la probabilité que leur utilisation légale se prolonge au delà de 35.000 km ?

Soit A = « Les pneus sont légalement utilisables après 25.000 km. ».

Soit B = « Les pneus sont légalement utilisables après 35.000 km. ».

Soit C = « Les pneus sont légalement utilisables après 45.000 km. ».

On recherche P(B/A) = P(B(A)/P(A).  (LPC)
Or B ( A, donc B ( A, donc B(A = B, donc P(B(A) = P(B).

Donc P(B/A) = P(B)/P(A) = 0,4/0,8 = 1/2.

b) Quelle est la probabilité que leur utilisation légale supplémentaire dépasse 20.000 km ?

Dans ce cas, on recherche la probabilité que les pneus soient encore légalement utilisables après (25.000 + 20.000 =)  45.000 km, c’est-à-dire P(C/A).

Or C ( A, donc par le même argument que supra, P(C/A) = P(C)/P(A) = 0,1/0,8 = 1/8.

Annexe au chapitre 4 : Exercices récapitulatifs (solutions)

Exercice 4.1 : Le vendeur d’encyclopédies (I)

Un vendeur a deux rendez-vous demain pour vendre des livres.

Au premier rendez-vous, il vendra avec une probabilité 0,3 ; au second, avec une probabilité 0,6.

Dans les deux cas, en cas de conclusion du contrat, il a autant de chances de vendre un livre édition luxe (25 €) qu’un livre édition standard (12,5 €).

Déterminez la distribution de probabilité et la fonction de répartition de X , le chiffre d’affaires (en €), de demain.

Solution :

Soit les événements suivants, Vij, i = s, l ; j = 1, 2, « La vente d’une édition i réalisée lors du jème rendez-vous demain. » et NVj : « Aucune vente réalisée lors du jème rendez-vous demain. ».

L’espace d’échantillonnage de cette épreuve, S, est égal au produit cartésien des deux ensembles suivants (application du principe de multiplication) :

{ NV1, VS1, VL1 }x{ NV2, VS2, VL2 } avec #S = 9.

Les probabilités suivantes peuvent être déterminées :

P(VS1) = P(VL1) = 0,15 ; P(VS2) = P(VL2) = 0,3 ; P(NV1) = 0,7 ; P(NV2) = 0,4.

	S
	Probabilité
	X (€)

	NV1, NV2
	0,7.0,4 = 0,28
	0

	NV1, VS2
	0,7.0,3 = 0,21
	12,5

	NV1, VL2
	0,7.0,3 = 0,21
	25

	VS1, NV2
	0,15.0,4 = 0,06
	12,5

	VS1, VS2
	0,15.0,3 = 0,045
	25

	VS1, VL2
	0,15.0,3 = 0,045
	37,5

	VL1, NV2
	0,15.0,4 = 0,06
	25

	VL1, VS2
	0,15.0,3 = 0,045
	37,5

	VL1, VL2
	0,15.0,3 = 0,045
	50


Pour déterminer la distribution de probabilités et la fonction de répartition, il faut relever toutes les valeurs distinctes prises par X lors de la réalisation des événements de l’espace d’échantillonnage S, de façon à constituer l’intervalle de X.

La distribution de probabilité de X ainsi que sa fonction de répartition sont présentées dans le tableau suivant :

	X(€)
	0
	12,5
	25
	37,5
	50

	P(X)
	0,28
	0,27
	0,315
	0,09
	0,045

	F(X)
	0,28
	0,55
	0,865
	0,955
	1
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Exercice 4.2 : La vielle dame et le bus (I)

Une dame âgée prend souvent le bus. Elle se fait un devoir d’introduire une réclamation quand le bus qu’elle prend arrive en retard et/ou quand elle ne trouve pas de place assise.

Ses statistiques lui apprennent qu’elle arrive en retard ayant trouvé une place assise dans 15 % des cas, ne trouve pas de siège mais néanmoins arrive à l’heure dans 10 % des cas, arrive en retard sans avoir trouvé de place assise dans 8 % des cas.

Déterminez la distribution de probabilité de X , le nombre de raisons que la vieille dame a d’introduire une réclamation lors de son prochain voyage en bus ainsi que sa fonction de répartition.

Solution :

Soit les événements suivants, Ei, i = 1, 2, 3, 4, S= { Ei,: i = 1, 2, 3, 4} avec :

E1 : « Le prochain voyage de la vieille dame se passera sans problèmes. ».

E2 : « Le bus sera en retard lors du prochain voyage de la vieille dame. ».

E3 : « La vieille dame ne trouvera pas de place assise lors de son prochain voyage en bus. ».

E4 = « La vieille dame ne trouvera pas de place assise lors de son prochain voyage en bus et, de plus, le bus sera en retard. ».

Les probabilités suivantes peuvent être déterminées :

P(E2) = 0,15 ; P(E3) = 0,10 ; P(E4) = 0,08 ; P(E1) = 1 - 0,15 - 0,1 - 0,08 = 0,67.

	S
	Probabilité
	X 

	E1
	0,67
	0

	E2
	0,15
	1

	E3
	0,10
	1

	E4
	0,08
	2


La distribution de probabilité de X ainsi que sa fonction de répartition sont présentées dans le tableau suivant :

	X
	0
	1
	2

	P(X)
	0,67
	0,25
	0,08

	F(X)
	0,67
	0,92
	1


Exercice 4.3 :   Le directeur d’école et le coût du chauffage (I)

Le directeur de l’école du village doit prévoir le budget chauffage de ses bâtiments  pour le premier trimestre de l’année scolaire. Les statistiques qu’il a tenues depuis de nombreuses années lui fournissent les probabilités suivantes. En septembre, il dispose de 15 chances sur 100 de ne rien consommer (c’est l’été indien), autrement la consommation s’élève à 500 litres de mazout. En octobre, si l’été indien s’est produit en septembre (donc si la consommation a été nulle en septembre), la consommation s’élèvera à 200 litres ; par contre, la probabilité d’une consommation de 500 litres est de 55 %, 750 litres dans les autres cas. En novembre, le complexe scolaire consomme 600 litres dans 60% des cas et 800 litres autrement. En décembre, la consommation s’établit toujours à 750 litres.

Soit X, une variable aléatoire discrète qui représente la consommation de mazout en litres au cours du 1er trimestre.

Déterminez la distribution de probabilité de X ainsi que sa fonction de répartition.

Solution :

Pour déterminer l’espace d’échantillonnage de cette épreuve et les valeurs de X qui y sont associées, un diagramme en arbre est utile dont les étapes représenteront successivement chaque mois du 1er trimestre et les nœuds, les consommations mensuelles prévues.












La distribution d’échantillonnage de X est donnée à droite de l’arbre, P(X) étant calculée comme la probabilité jointe de la réalisation des consommations mensuelles sur la branche de l’arbre générant X. 

La distribution de probabilité de X ainsi que sa fonction de répartition sont présentées dans le tableau suivant :

	X (l.)
	1550
	1750
	2350
	2550
	2600
	2800

	P(X)
	0,09
	0,06
	0,2805
	0,187
	0,2295
	0,153

	F(X)
	0,09
	0,15
	0,4305
	0,6175
	0,847
	1
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Exercice 4.4 :   Le choix de Jacqueline (I)

Jacqueline termine sa dernière année d’études secondaires avec succès. Elle hésite entre des études en sciences économiques et des études en informatique.

En fait, elle a décidé, si elle en est capable, d’obtenir les deux diplômes. Soit, elle commencera par les études universitaires en sciences économiques, puis si elle les réussit, poursuivra par des études complémentaires en informatique ; soit elle commencera par les études universitaires en informatique, puis si elle les réussit, poursuivra par des études complémentaires en économie.

Elle estime la probabilité de réussite des études (complémentaires ou non) en économie à pe et la probabilité de réussite des études (complémentaires ou non) en informatique à pi. 

Si elle ne réussit pas les premières études qu’elle entreprend, elle s’inscrira à un graduat. Si elle réussit le graduat, elle entreprendra des études complémentaires en économie. La probabilité de réussir le graduat et d’être acceptée dans le programmes d’études complémentaires en économie est de pg.

Ce qui l’intéresse, c’est son revenu à 35 ans. Ses relevés statistiques ont montré que le revenu moyen à 35 ans de quelqu’un  qui :

· dispose de deux diplômes universitaires est de 1000 ;

· dispose du diplôme en informatique uniquement est de 800 ;

· dispose du diplôme en économie uniquement est de 840 ;

· dispose du diplôme de gradué uniquement est de 600 ;

· dispose du diplôme de gradué et d’un diplôme universitaire complémentaire est de 600 + (¼ du revenu de celui qui dispose du diplôme universitaire unique correspondant).

On vous demande :

la distribution de probabilité et la fonction de répartition du revenu à 35 ans, si elle commence par des études en informatique ; (N.B. pour la fonction de répartition, vous supposez que pi = 0,35 : pe=0,42 ; pg=0,7).

Solution :

Pour déterminer l’espace d’échantillonnage de cette épreuve et les valeurs de X qui y sont associées, un diagramme en arbre est utile dont les étapes représenteront successivement les études suivies et les nœuds, le résultat obtenu (réussite ou échec). Le revenu à 35 ans et sa probabilité seront calculés en fin de branche. La probabilité d’un niveau donné de revenu est une probabilité jointe.

Les notations suivantes sont utilisées pour les événements : I, E, G, EC signifient : « Jacqueline a réussi ses études en (respectivement) informatique, économie, graduat, économie (complémentaire). ».

Ces mêmes notations précédées de ~ signifient l’échec dans ces mêmes études.













La distribution de probabilité de X ainsi que sa fonction de répartition sont présentées dans le tableau suivant :

	X
	0
	600
	800
	810
	1000

	P(X)
	0,195
	0,2639
	0,203
	0,1911
	0,147

	F(X)
	0,195
	0,4589
	0,6619
	0,853
	1
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Annexe au chapitre 5 : Exercices récapitulatifs (solutions)

(N.B. Les quatre premiers exercices sont des extensions des exercices portant les mêmes numéros au chapitre précédent)

Exercice 5.1 :   Le vendeur d’encyclopédies (II)

Quelle est l’espérance mathématique de son chiffre d’affaires demain ?

Solution :

La distribution de probabilité de X, le chiffre d’affaires, avait été établie précédemment :

	X(€)
	0
	12,5
	25
	37,5
	50

	P(X)
	0,28
	0,27
	0,315
	0,09
	0,045


Donc E(X) 
= (12,5.0,27) + (25.0,315) + (37,5.0,09) + (50.0,045) 

= 3,375 + 7,875 + 3,375 + 2,25 

= 16,875 €.

Exercice 5.2 :   La vielle dame et le bus (II)

Quelle est l’espérance mathématique de X , le nombre de raisons que la vieille dame a d’introduire une réclamation lors de son prochain voyage en bus ?

Solution :

La distribution de probabilité de X, le nombre de raisons d’introduire une réclamation, avait été établie précédemment :

	X
	0
	1
	2

	P(X)
	0,67
	0,25
	0,08

	F(X)
	0,67
	0,92
	1


Donc E(X) 
= (0.0,67) + (1.0,25) + (2.0,08) = 0,41 raisons.

Exercice 5.3 :  Le directeur d’école et le coût du chauffage (II)

Quelle est l’espérance mathématique de X, le nombre de litres de mazout consommés par le système de chauffage durant le 1er trimestre ?

Solution :

La distribution de probabilité de X, le nombre de litres de mazout consommés par le système de chauffage durant le 1er trimestre, avait été établie précédemment :

	X (l.)
	1550
	1750
	2350
	2550
	2600
	2800

	P(X)
	0,09
	0,06
	0,2805
	0,187
	0,2295
	0,153

	F(X)
	0,09
	0,15
	0,4305
	0,6175
	0,847
	1


Donc E(X) 
= (1550.0,09) + (1750.0,06) + (2350.0,2805) + (2550.0,187) + (2600.0,2295) + (2800.0.153) 

= 139,5 + 105 + 659,175 + 476,85 + 596,7 + 428,4

= 2400,625 litres.

Exercice 5.4 : Le choix de Jacqueline (II)

On vous demande de calculer l’espérance mathématique du revenu de Jacqueline à 35 ans, si elle commence par des études en informatique ; (N.B. pour la fonction de répartition, vous supposez que pi = 0,35 : pe=0,42 ; pg=0,7).

Solution :

La distribution de probabilité de X, le revenu de Jacqueline à 35 ans, avait été établie précédemment :

	X
	0
	600
	800
	810
	1000

	P(X)
	0,195
	0,2639
	0,203
	0,1911
	0,147

	F(X)
	0,195
	0,4589
	0,6619
	0,853
	1


Donc E(X) 
= (0.0,195) + (600.0,2639) + (800.0,203) + (810.0,1911) + (1000.0,147)

= 0 + 158,34 + 162,4 + 154,791 + 147 = 622,531.

Exercice 5.5 :  La prime d’assurance

Une compagnie d’assurance établit un contrat stipulant qu’une somme d’argent A doit être versée si un événement E se produit dans l’année. La compagnie estime que P(E) = p.

Comment calculer la prime annuelle de façon à ce que le bénéfice représente 10 % de A ? Vérifiez.

Solution :

Soit B, le bénéfice et Pr la prime. E(B) = Pr - A.p or B doit être égal à 0,1.A 

( 0,1.A = Pr - A.p, ( Pr = 0,1A + A.p = A. (0.1 + p).

Vérification :

Soit p = 0,25 et A = 10.000. Donc Pr = 10.000 . 0,35 = 3.500.

Sur 4 ans, la compagnie perçoit 3.500 . 4 = 14.000 de primes et paie en moyenne 1 fois 10.000, donc B = 4.000 sur 4 ans, soit 1.000/an = 10% de 10.000.

Exercice 5.6 :  Diagnostics de pannes

Une machine peut tomber en panne pour deux raisons. Le diagnostic de la première coûte C1 ; s’il est positif, la réparation coûte R1. Les coûts sont C2, R2 pour la seconde. p est la probabilité de la 1ère raison.

On demande les conditions sur p, C1, C2, R1, R2 pour qu’il revienne moins cher de commencer par le diagnostic sur la 1ère raison plutôt que sur la deuxième.

(N.B. Si le diagnostic est positif sur la 1ère raison, il faut effectuer le diagnostic sur la seconde et réciproquement.)

Solution :

Si on commence par le premier diagnostic, les coûts seront :

C1 + R1

avec probabilité p.

C1 + C2 + R2
avec probabilité 1-p.

Si on commence par le deuxième diagnostic, les coûts seront :

C2 + R2

avec probabilité 1-p.

C2 + C1 + R1
avec probabilité p.

Pour que le diagnostic revienne moins cher en commençant par le premier diagnostic, il faut :

[(C1 + R1).p] + [(C1 + C2 + R2).(1-p)] ( 

[(C2 + R2).(1-p)] + [(C2 + C1 + R1).p] (
C1.p + R1.p + C1 + C2 + R2 – C1.p – C2.p – R2.p (
C1.p + R1.p + C2 + R2 + C2.p – C2.p – R2.p ( 

C1.(1 – p) ( C2.p ( C1/C2 ( p/(1 – p).

Exercice 5.7 :  La boutique LENACH

La boutique de haute couture LENACH doit commander la semaine prochaine son stock de manteaux d’hiver au grand couturier Kiamé. Vu la coupe d’avant-garde des ces manteaux, leur demande est réduite et on ne peut les vendre avec profit que durant la saison pour laquelle ils ont été dessinés et réalisés.

Kiamé ne fournit qu’une commande par saison à la boutique LENACH.

Chaque manteau est acheté 75.000 Mons et revendu 100.000 Mons durant la saison. S’il n’est pas vendu, il est écoulé à 40.000 Mons dans un magasin de « dégriffés ». Si une cliente ne peut être satisfaite, cette situation n’engendre aucun frais à LENACH.

La demande pour ce type de manteaux est relativement stable et on a pu établir, en se basant sur les statistiques des saisons précédentes, une estimation de la distribution de probabilité de X, le nombre de manteaux demandés :

Combien de manteaux commander à Kiamé ?

	
	Distribution de probabilité de X : le nombre de manteaux demandés

	X
	- de 4
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	+ de 12

	P(X)
	0
	0,05
	0,1
	0,15
	0,15
	0,20
	0,20
	0,1
	0,05
	0


Solution :

On sait que l’espérance de profit est maximum si 
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Avec 
b :  le bénéfice net par unité vendue : 100 000 – 75000 = 25000 Mons.

Et
p : la perte nette par invendu : 75000 – 40 000 = 35 000 Mons.
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Fonction de répartition de X :

	X
	-de 4
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	+ de 12

	F(X)
	0
	0,05
	0,15
	0,3
	0,45
	0,65
	0,85
	0,95
	1
	1


Le dernier stock qui vérifie l’inégalité [1] est de 6 unités. On doit donc commander 6 + 1 = 7 manteaux à Kiame.

Exercice 5.8 :  Décision dans l’incertitude (II)

L’émission de télévision « SUPERHOTMIX » sur MTLCLUB remporte un énorme succès d’audience. On y présente le classement des meilleures ventes hebdomadaires de variétés dans le pays. 

Vu le succès, les producteurs de l’émission ont décidé de faire payer aux producteurs de variétés la diffusion intégrale d’un « vidéo-clip ». En cas de non-paiement, ils ne projettent qu’un extrait de 9 secondes de l’ « œuvre ».

Il est de notoriété publique que la diffusion intégrale d’un clip aide à augmenter les ventes. La diffusion de l’extrait de 9 secondes n’a, par contre, aucun effet sensible. Le tableau suivant résume les principales informations disponibles.

	Si le disque est classé dans le :
	Ventes moyennes hebdomadaires (sans promotion)

Nombre de disques
	Effet de la diffusion intégrale du clip

En %

	Q1

Q2

Q3

Q4
	10.000

8.000

5.000

2.000
	+ 15

+ 10

+ 5

-


Un disque vendu rapporte aux producteurs de l’émission la somme de 100 Mons et la place dans le classement dépend de la concurrence. Sachant que deux distributions de probabilité sont possibles à propos du classement de la semaine prochaine du groupe Sweet Boys, les producteurs de ce groupe se demandent s’il vont payer les 100.000 Mons que coûte la diffusion intégrale du clip.

Le second tableau précise ces distributions de probabilité d’abord dans le cas de non-concurrence, puis dans le cas de concurrence. (La concurrence dont il est question ici est celle, féroce, du seul groupe proche des Sweet Boys, les 3to4, qui, s’ils sont présents dans le hit-parade amènent des substitutions dans les décisions d’achat des jeunes.) Les 3to4 ont 30% de chances d’être présents dans le classement la semaine prochaine :

	Classement des Sweet Boys
	Si ~3to4
	Si 3to4

	Q1

Q2

Q3

Q4
	0,4

0,3

0,2

0,1
	0

0,5

0,4

0,1


On demande si les producteurs des Sweet Boys paieront les 100.000 Mons sans rechigner.

Solution : 

Les producteurs des Sweet Boys paieront sans rechigner les 100 000 Mons si l’espérance du gain obtenu en passant le clip est supérieur au prix demandé. Le gain du passage entier du clip est l’augmentation des ventes qui en résulte c’est-à-dire 100 Mons par vente supplémentaire.   

Regardons d’abord l’espérance de gain sans concurrence, puis avec concurrence :

Pas de concurrence (70% de chance) :

	Classés

dans : 
	P(x)
	Gain
	P(x).Gain

	Q1
	0,4
	150000
	60000

	Q2
	0,3
	80000
	24000

	Q3
	0,2
	25000
	5000

	Q4
	0,1
	0
	0

	
	
	
	

	
	
	
	

	Espérance de gain 
	
	89000

	
	
	
	


Avec concurrence (30% de chance) :

	Classés

dans :
	P(x)
	Gain
	P(x).Gain

	Q1
	0
	150000
	0

	Q2
	0,5
	80000
	40000

	Q3
	0,4
	25000
	10000

	Q4
	0,1
	0
	0

	
	
	
	

	
	
	
	

	Espérance de gain 
	
	50000


Espérance totale de gain avec passage du clip :

0,7 .  89000 + 0,3 . 50000 = 77.300 Mons ce qui est inférieur aux 100.000 Mons demandés. Les producteurs des Sweet Boys vont donc rechigner.

Annexe 1 au chapitre 6 : Exercices récapitulatifs sur la distribution binomiale

Exercice 6.1 :   CD audio : « 5-bit oversampling » 

Dans un lecteur CD, le canal de transmission des informations ne traite que des 0 et des 1. A cause de perturbations dues à l’électricité statique, chaque chiffre transmis l’est avec une probabilité d’erreur de 1/5. Dès lors, pour éviter une erreur, on transmettra une séquence de cinq 0 au lieu de 0 et de cinq 1 au lieu de 1. Le récepteur décode selon la règle de la majorité.

a. Quelle est la probabilité de mauvaise interprétation d’une information ?

Soit X, une variable aléatoire ~Bi(5 ; 0,2) représentant le nombre de caractères erronés dans une séquence de cinq chiffres, et F = « L’information est incorrectement décodée. ».

P(F) = P(X ( 3) = 1 – F(2) = 1 - 
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 =

1 – 0,328 – 0,410 – 0,205 = 0,057.

Donc la probabilité que la transmission d’un caractère binaire soit correcte = 

1 – 0,057 = 0,943.

b. Une chanson standard de trois minutes est composée de 180.000 signaux digitaux. Quelle est la probabilité qu’elle soit décodée sans erreur ?

Soit C = «  Tous les caractères décodés sont conformes aux caractères originaux. », P(C) = 
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Exercice 6.2 :   Réseau de téléphonie mobile

Un réseau de téléphonie mobile sur un territoire donné se compose de n relais et fonctionne un jour donné si, ce jour-là, au moins k relais sont opérationnels.

Par mauvais temps (pluie, neige, …), chaque relais fonctionne avec une probabilité p1, indépendamment des autres. Par temps sec, idem mais avec une probabilité p2.

a) Si ( désigne la probabilité qu’il pleuve demain, quelle est la probabilité que le réseau fonctionne alors ?

Soit S = « Le réseau fonctionne. » ; R = « Le temps sera mauvais demain. ».

Et Fi(k) : la fonction de répartition quand X vaut k, , avec X une V.A.D. ~Bi(n, pi), (i = R,
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).

Donc par LPT :

P(S) = P(
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).P(S/
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) + P(R).P(S/R) = 
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b) Si k = 5, combien de relais doit-on installer au total et au minimum pour que le réseau fonctionne quelque soit le climat ? 

(N.B. p1 = 0,8 ; p2 = 0,95 ; on tolère 0,1 % de pannes.)

Il faut P(S) ( 0,999 par temps de pluie ; donc n tel que 
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Donc 1 – F(4) ( 0,999. D’où n = 10, voir tables.
Exercice 6.3 : Design « never fail »

Une firme de construction d’ordinateurs veut lancer une nouvelle gamme de micro-ordinateurs « soft fail » et « never fail » en les équipant de plusieurs processeurs qui prennent automatiquement le relais les uns des autres en cas de panne.

Ces ordinateurs sont destinés à travailler dans des environnements très perturbés. Ainsi la probabilité de panne d’un processeur vaut-elle 1-p au cours d’une session de travail, indépendamment du fonctionnement des autres processeurs.

Cependant pour fonctionner sous la garantie de « never fail », l’ordinateur doit posséder une majorité de processeurs en ordre de fonctionnement.

Pour quelles valeurs de p préfère-t-on un ordinateur à trois processeurs plutôt qu’à 5 ?

Soit Fi =  « L’ordinateur à i processeurs fonctionne sous la garantie de « never fail. » », (i = 3 ; 5).

Soit Xi, le nombre de processeurs en fonctionnement dans un ordinateur à i processeurs.

Xi est donc une V.A.D. ~Bi(i, p), (i = 3 ;5).

Pour i = 3, P(F3) = P(X3 ( 2) = P(X3 = 2) + P(X3 = 3) = 
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Pour i = 5, P(F5) = P(X5 ( 3) = P(X5 = 3) + P(X5 = 4) + P(X5=5) = 
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On préférera la machine à 3 processeurs relativement à la machine à 5 processeurs, si P(F3) > P(F5).

Donc si 3p2 - 2p3 > 10p3 - 15p4 + 6 p5  ou - 6 p5 + 15p4 - 12p3 + 3p2> 0

Donc si  - 3p2.( 2p3 - 5p2 + 4 p – 1) > 0, soit 2p3 - 5p2 + 4 p – 1 < 0

Décomposant, on obtient : 2p3 - 4p2 + 2 p – p2 + 2 p -1 < 0

Regroupant et mettant 2p en évidence : 2p.(p2 - 2p + 1) – (p2 - 2 p +1) < 0

Soit (2p – 1).(p – 1)2 < 0. Donc 2p – 1 < 0, soit p < ½.

Exercice 6.4 :   Le choix d’un jury

Un étudiant se prépare à passer un examen oral important. Il se préoccupe de savoir s’il sera en forme ou non. Son opinion est que s’il est en forme, chacun de ses examinateurs le jugera suffisant avec une probabilité de 0,8 et indépendamment des autres examinateurs. Dans le cas contraire, cette probabilité tombe à 0,4.

L’étudiant réussit si une majorité de ses examinateurs le juge suffisant. Par ailleurs, il pense avoir deux fois plus de chances d'être en méforme qu’en forme.

A-t-il plus d’intérêt à demander un contrôle par 3 que par 5 examinateurs ?

Soient les événements :

F = « Etre en forme.», ( P(F) = 1/3.
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= « Etre en méforme. », ( P(
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) = 2/3. {F, 
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} forment un S.C.E.

S = « Etre reçu.».

Par la loi des probabilités totales (L.P.T.) : P(S) = P(S/F).P(F) + P(S/
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Soit X, le nombre de jugements positifs que l’étudiant obtiendra, X est une V.A.D ~Bi(n, pi) avec n = 3 ou 5, le nombre d’examinateurs, et pi, la probabilité d’être jugé suffisant par chacun des examinateurs, i = F ou 
[image: image289.wmf]F

.

P(S/F)   = P(X ( 3/ F) s’il y a 5 examinateurs et P(X ( 2/ F) s’il y a trois examinateurs.

P(S/
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) = P(X ( 3/
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) s’il y a 5 examinateurs et P(X ( 2/
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) s’il y a trois examinateurs.

Dans le cas de 5 examinateurs :

P(S/F)   = 
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 P(S/
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= 0,2304 + 0,0768 + 0,01024 = 0,31744.

Donc P(S) = 0,94208.1/3 + 0,31744.2/3 = 0,526.

Dans le cas de 3 examinateurs :

P(S/F)   = 
[image: image296.wmf]å

=

-

3

2

3

3

2

,

0

8

,

0

i

i

i

i

C

= 0,384 + 0,512 = 0,896.

 P(S/
[image: image297.wmf]F

) = 
[image: image298.wmf]å

=

-

3

2

3

3

6

,

0

4

,

0

i

i

i

i

C

= 0,288 + 0,064 = 0,352.

Donc P(S) = 0,896.1/3 + 0,352.2/3 = 0,533.

Donc l’étudiant choisira un jury de trois examinateurs.

Annexe 2 au chapitre 6 : Exercices récapitulatifs sur la distribution de Poisson

Exercice 6.5 :   Accidents sur l’autoroute :
On admet que le nombre d’accidents survenant quotidiennement sur une autoroute est une v. a. de Poisson de paramètre ( = 3.

a. Quelle est la probabilité qu’il survienne 3 accidents ou plus lors d’un jour donné ?

b. Même question si l’on sait qu’un accident au moins a eu lieu.

Solution :

Soit X, le nombre quotidien d’accidents sur l’autoroute, X ~Po(3).

a. On cherche P(X ( 3) = 1 – F(2) = 1 – P(0) – P(1) – P(2) = 
1 – 0,050 – 0,149 – 0,224 = 1 – 0,423 = 0,577.

b. On cherche P(X ( 3/ X ( 1) = P(X ( 3 ( X ( 1)/ P(X ( 1), 
(Loi des probabilités composées.)

Or  X ( 3 ( X ( 1, donc {X ( 3} ( {X ( 1}.

Donc P(X ( 3 ( X ( 1) = P(X ( 3) = 0,577 (voir a. supra).

et P(X ( 1) = 1 – P(0) = 1 – 0,050 = 0,950.

Donc P(X ( 3/ X ( 1) = 0,577/0/0,950 = 0,607.

Exercice 6.6 :   Job de vacances :

E. SANZ, patron de la station-service du coin, organise le travail pour la période de vacances. Basant son avantage compétitif sur le service à ses clients, il désire qu’ils n’attendent pas trop avant d’être servis. 

Pour les mois de juillet et d’août, il estime que le taux d’arrivée des clients est de 3 par minute entre 10h et 18 h.

Si le nombre de clients par minute est supérieur à 4, il envoie un étudiant servir les clients - en renfort du pompiste habituel - pendant 3 minutes.

L’étudiant se présente à 10 heures et quitte la station à 18 heures tous les jours.

A combien de temps peut-on estimer l’inoccupation de l’étudiant à la pompe par jour ? 
Solution :

Soit O = « Faire appel à l’étudiant pour 3 minutes. ».

Soit Xi = une v.a.d. égale au nombre d’arrivées à la station-service de clients par i minutes entre 10h et 18h un jour donné de juillet - août. Xi ~Po(i * 3). 

P(O) = P(X1 > 4) = P(5)+P(6)+P(7)+P(8)+ … ou = 1 - F(4) 

= 0,101 + 0,05 + 0,022 + 0,008 + 0,003 + 0,001 + 0 ou 1 - 0,815 = 0,185.

(utilisation des tables du cours, annexes 5 et 6 au chapitre 6).

Or il y a 480 minutes dans les 8 heures de présence de l’étudiant. 

Donc pour chaque minute de ces 480, la probabilité de devoir prester 3 minutes est de 0,185. 

Selon l’approche fréquentiste, l’étudiant devra donc prester 0,185 * 480 = 88,8 ( 89 fois 3 minutes soit 267 minutes. 

Il sera donc inoccupé 600 - 267 = 333 minutes, soit un peu plus de 5 heures et demie. 

Exercice 6.7 :   Dactylographie :
Une agence de dactylographie emploie 2 dactylos. Le nombre d’erreurs par page est de 3 pour Anaïs et de 4 pour Bertrand. Si la page a la même probabilité d’être dactylographiée par l’une ou l’autre, quelle est la probabilité qu’elle sera sans erreur ?

Solution :

Soit Xa, le nombre quotidien d’erreurs par page d’Anaïs, Xa ~Po(3) et

soit Xb, le nombre quotidien d’erreurs par page de Bertrand, Xb ~Po(4).

Soit les événements : 

A = « La page est dactylographiée sans erreur. » ; 


An = « Anaïs dactylographie la page. » ;

Bt = « Bertrand dactylographie la page. ».

On sait que P(An) = P(Bt) = 0,5 

et {An, Bt} forme un SCE (système complet d’événements).

On cherche P(A).

Par la loi des probabilités totales :

P(A).= P(Xa=0/An).P(An) + P(Xb=0/Bt).P(Bt) = (0,050.0,5)+(0,018.0,5) = 0,034.

Exercice 6.8 :   Gardes à l’hôpital :
Durant le week-end, normalement, un seul chirurgien de garde est présent aux urgences de l’Hôpital Saint Sang et il suffit d’habitude à la tâche. 

Cependant, il s’avère que des vies humaines sont en jeu si le temps d’attente avant traitement est trop élevé. Les responsables de l’hôpital ont estimé que c’était le cas si plus de 5 personnes se présentaient en une heure aux urgences. Dans ce dernier cas, on appelle chez lui, un autre médecin. Si vraiment le flux des patients est trop grand (plus de 10 personnes à l’heure), on appelle alors en renfort un troisième médecin.

Au cours des 20 derniers week-ends pour lesquels on a conservé des données précises, on a pu calculer que le taux moyen d’arrivées aux urgences était de 3 personnes par heure.

a. On vous demande de calculer, pour le week-end prochain, quelle est la probabilité de devoir faire appel à un autre médecin et à deux autres médecins au cours d’une heure donnée.

b. Il est 9h10 du matin, ce samedi, le docteur DURZOT vient de prendre son service depuis 10 minutes et 3 personnes au moins sont déjà arrivées depuis aux urgences, victimes d’un accident. Quelle est la probabilité que durant les 50 minutes qui suivent, on doive faire appel en renfort à son collègue MOUZOT ?

Solution :

Soit X, le nombre de personnes arrivant aux urgences en une heure, X ~Po(3).

Soit les événements : 

2M = « Faire appel à un second médecin. » ; 

3M = « Faire appel à un troisième médecin. » ;

a. On cherche P(2M) = P(X > 5) et P(3M) = P(X > 10).
P(2M) = P(X > 5) = 1 – F(5) ou P(6) + P(7) + P(8) + … = 

0,05 + 0,022 + 0,008 + 0,003 + 0,001 + … = 0,084.

P(3M) = P(X > 10) = 1 – F(10) ou P(11) + P(12) + … = 0.

b. On cherche P(2M/ X ( 3) = P(2M ( X ( 3)/P(X ( 3) (loi des probabilités composées), or 2M = X > 5 et X > 5 ( X ( 3, donc {X > 5} ( {X ( 3} et 2M ( {X ( 3}, donc P(2M/ X ( 3) = P(2M)/P(X ( 3) = 0,084/0,577 = 0,145.
Exercice 6.9 :   Brouillard sur le viaduc :

Le viaduc de ZEEB sur l’autoroute F114 a une fâcheuse propension à se couvrir d’un brouillard dense les matins d’automne et de printemps. Les risques d’accident y sont élevés. Les statistiques établies les années précédentes indiquent, pour chaque sens de circulation (Nord-Sud et Sud-Nord), une probabilité de 40% de survenance d’au moins un accident au cours de la journée par temps de brouillard.

On vous demande, pour un jour où le brouillard est dense sur le viaduc :

1. Quelle est la probabilité qu’aucun accident ne se produise sur le viaduc ?

2. Quelle est le nombre d’accidents sur le viaduc auquel on peut s’attendre par un jour de brouillard ?

3. Quelle est la probabilité qu’un accident au moins se produise sur le viaduc ?

4. Considérant maintenant uniquement le sens de circulation Nord-Sud, quelle est la probabilité d’observer au moins une collision en chaîne, sachant que les risques d’observer au moins un tel accident dans ce sens de circulation par temps de brouillard sont de 10% quand le temps est couvert et de 30% quand le ciel est clair ? Les statistiques météorologiques prévoient 120 jours de temps couvert et 60 jours de ciel clair par an durant les périodes habituelles d’apparition du brouillard sur le viaduc.

Solution :

1. Soit X, une variable aléatoire représentant le nombre quotidien d’accidents sur le viaduc, X ~Po, idem pour XNS et XSN se rapportant à chacun des deux sens. On sait que : (i et j = S,N avec i ( j), P(Xij > 0) = 1 – P(Xij = 0) = 0,4.

Donc pour chaque sens de circulation : P(Xij = 0) = 0,6.

Donc pour les deux sens de circulation : 

P(X = 0) = P[(XNS=0) ( (XSN=0)] = 0,6² = 0,36.

2. On cherche E(X), sachant que X ~Po et P(0) = 0,36. On sait que E(X) = (, le paramètre de la distribution ; donc (cfr tables), P(0) = 0,368 pour ( = 1 ou plus précisément, il faut 0,36 = e -( ou ln(0,36) = -( donc ( = 1,0217 = E(X).

3. P(X > 0) = 1 – P(X = 0) = 1 - 0,36 = 0,64.

4. Soit CC : « Observer au moins une collision en chaîne dans le sens Nord-Sud. », B : « Le brouillard est dense sur le viaduc. », TC : « Le temps est couvert. » et TCL : « Le temps est clair. »

On sait P(CC/TC(B) = 0,10 et P(CC/TCL(B) = 0,30 ainsi que
P(TC(B) = 120/180 = 2/3 et P(TCL(B) = 60/180 = 1/3.

P(CC(B) = P(CC/TC(B). P(TC(B) + P(CC/TCL(B). P(TCL(B) =

0,10.2/3 + 0,30.1/3 = (0,2 + 0,3)/3 = 0,5/3 = 1/6 = 0,166666…


EXERCICES RECAPITULATIFS
1)
CONTRÔLE DE QUALITE.

Une production en série présente en moyenne 5 % de produits défectueux.

Un contrôle est effectué sur un lot de 100 articles choisis au hasard.

1)
Quelle est la probabilité pour y  trouver exactement 3 articles défectueux ?

2)
Quelle est la probabilité pour y  trouver moins de 5 articles défectueux ?  

3)
Déterminer le plus petit nombre entier k tel que la probabilité d'y trouver au moins k articles défectueux soit inférieure à 20 %.

Solution :

Puisque n (le nombre d’épreuves : c’est-à-dire de tests de défectuosité) est grand, X, la v.a.d. (nombre de produits défectueux) ~Bi.

X ~Bi(100, 0,05). Or n > 50 et n.(B = 5 ( 5 ( on peut utiliser la distribution de Poisson comme approximation de la distribution binomiale.

( X ~Po(5) ( P(k) = e-5.5k/k ! 

1) On cherche P(3) = (tables) 0,14 ou (par application de la formule) = e -5.53/3!

2) On cherche F(4) = (tables) 0,44 ou par application de la formule récursive et sommations successives de la formule :

P(0) =
e -5 
= 0,0067.

P(1) = P(0).(5/1) = 0,0337.

P(2) = P(1).(5/2) = 0,0842.

P(3) = P(2).(5/3) = 0,1404.

P(4) = P(3).(5/4) = 0,1755.

( F(4) = 0,0067 + 0,0337 + 0,0842 + 0,1404 + 0,1755 = 0,4405.

3) On cherche k : P(X(k) < 0,2 ou k : 1 - F(k-1) < 0,2 ou k : F(k-1) > 0,8.

Extrait de la table de la fonction de répartition de la distribution de Poisson

	k
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	( ( (
	0,007
	0,04
	0,125
	0,265
	0,44
	0,616
	0,762
	0,867
	0,932
	0,968


F(k-1) > 0,8 pour k-1 = 7, donc il y a moins d’une chance sur 5 (P < 0,2) d’obtenir un nombre de produits défectueux supérieur ou égal à 8 sur les 100 choisis au hasard.

2)
EFFICACITE D'UN MEDICAMENT.

Le nombre de rhumes attrapés par un individu en l'espace d'un an est une variable aléatoire de Poisson de paramètre ( = 5. Admettons qu'un remède (vaccin à base de vitamine c) soit lancé sur le marché et qu'il abaisse le paramètre ( à 3 pour 75 % de la population. Pour les 25 derniers pourcents, le remède n'a pas d'effets significatifs.

Un individu essaie le vaccin et en l'espace d'un an contracte 2 rhumes.

Quelle est la probabilité que le vaccin ait un effet sur lui ?

Solution :

Soit E = « Le vaccin a un effet. », P(E) = 0,75 ; donc P(~E) = 0,25.

Soit E/2 = « Le vaccin a un effet même si on a contracté deux rhumes. ».

Soit i, une V.A.D. correspondant aux nombre de rhumes contractés par l’individu en l’espace d’un an . i ~Po().

Donc, si E,  P(2/E) = 0,224 (voir tables de Poisson avec  = 3).

Et si ~E, P(2/~E) = 0,084 (voir tables de Poisson avec  = 5).

On cherche P(E/2). La formule de Bayes s’applique.

P(E/2) = (0,224*0,75)/[(0,224*0,75) + (0,084*0,25)]= 0,168 / 0,189 = 0,89.

3)
DATES D'ANNIVERSAIRE : UNE VARIANTE.
Combien de personnes faut-il au minimum avec moi pour que au moins l'une d'entre elles ait son anniversaire le même jour que moi ?  (Avec une probabilité ( ½).

Solution :

Chaque personne est supposée avoir son anniversaire de façon équiprobable l’un des 365 jours de l’année.

Avec n personnes présentes en plus que moi, il est possible de constituer n paires de personnes me comprenant. Les n paires peuvent être numérotées j, j = 1, 2, 3, …, n.

L’épreuve Ej sera considérée comme un succès si la personne j et moi-même avons la même date d’anniversaire. Donc P(Ej) = 1/365.

Si les épreuves sont indépendantes, et puisque P(Ej) est faible, le nombre de succès X est une v.a.d.  approximativement distribuée selon une loi de Poisson de paramètre ( = n. P(Ej) = n/365. P(0) = e –n/365 .

On cherche P(X(1) = 1 – P(0) = 1 - e –n/365  et il faut P(X(1) ( ½.

( 1 - e –n/365 ( ½ ( e –n/365 ( ½ ( e n/365 ( 2 ( ln(e n/365 ) ( ln(2) ( n/365 ( ln(2) ( n ( 365.ln(2) ( n ( 252,9987 ( n ( 253. 

4)
TEST DE MEDICAMENT.

Un laboratoire a mis au point un test pour dépister une certaine maladie.

Des essais cliniques prouvent que :

a) 96 fois sur 100, le test donne un résultat positif quand la maladie est effectivement présente.

b) 94 fois sur 100, le test donne un résultat négatif quand la maladie n'est pas présente.

Dans une population comptant 3 % de malades, on pratique le test sur une personne choisie au hasard et on constate un résultat positif.

Quelle est la probabilité que la personne soit attente de la maladie ?

Solution :

Soit M : « Etre malade. » et Pos : « Le résultat du test est positif. ». 

On sait que P(Pos/M) = 0,96 ; P(
[image: image299.wmf]Pos

/
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) = 0,94 ; P(M) = 0,03 et P(
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M

 = 0,97.

On cherche P(M/Pos). Deux approches de la solution sont proposées.

1. Par la formule de Bayes :
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2. Une autre approche : diagramme en arbre, loi des probabilités composées, probabilités jointes :
Etat de la 
Résultat du
Probabilités
personne
test


jointes











Donc P(M/Pos) = P(M(Pos)/P(Pos) = 0,0228/0,087 = 0,331.

Donc, le test est peu fiable vu la faible proportion de malades dans la population.

5)
TRIAGE DE FRUITS

Une usine de conserverie vient de recevoir un lot de fruits dont 10 % sont impropres à la cuisson directe.

Les fruits bruts sont déversés sur un tapis roulant pour être triés indépendamment  par deux inspectrices disposées en série. La première inspectrice détecte un mauvais fruit avec une probabilité de 0,9 ; la seconde plus expérimentée avec une probabilité de 0,95.

Quel  pourcentage du tonnage reçu sera-t-il finalement écarté du processus de cuisson directe ?

Solution :

Soit
D : « Le fruit a un défaut et est écarté. » ;


S : « Le fruit est parfait. » ;


A : « Le fruit a un défaut non remarqué. » ;


I1 : « Le fruit est écarté par l’inspectrice 1. » ;


I2 : « Le fruit est écarté par l’inspectrice 2. » ;


~D = S ( A et S ( A = ( ; 


A = ~S ( ~I1:( ~I2, par l’indépendance.

On cherche P(D).

P(A) = P(~S).P(~I1).P(~I2) = (1-0,9).(1-0,9).(1-0,95) = 0,1.0,1.0,05 = 0,0005.

P(~D) = P(S) + P(A) = 0,9 + 0,0005 = 0,9005.

Donc P(D) = 1-P(~D) =1- 0,9005 = 0,0995 = 9,95%.

Une autre approche : diagramme en arbre, probabilités jointes :
Etat du 

Rejet


Rejet 

Probabilités
fruit

par I1


par I2

jointes











6)
ACCIDENTS D'AVIONS

Le nombre moyen d'accidents d'avions commerciaux par mois dans le monde est de 3,5.

Quelle est la probabilité qu'il y ait :

a) au moins 2 accidents le mois prochain ?

b) au plus 1 accident ?

Justifiez !

Solution :

Vu la faible probabilité d’un accident individuel, on peut considérer X, le nombre mensuel d’accidents d’avions commerciaux dans le monde , comme une v. a. d ; ~Po(3,5).

a) Donc P(X ( 2) =
1 – P(0) – P(1) =






1 – e  –3,5 – [e  –3,5 . 3,5] = 1-0,03-0,106 =0864.

b) On cherche P(X ( 1) = F(1) = P(0) + P(1) = 1 - P(X ( 2) = 0,136.

7)
LE CONCOURS DE TIR

Lors d'un concours de tir, un tireur dispose de 4 coups pour toucher une cible.

A chaque coup tiré, sa précision s'améliore de telle sorte que la probabilité de toucher la cible au Xème coup : 
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Solution :

a) Quelle est la probabilité qu'il ne touche la cible qu'une seule fois, P(1) ?
L’ensemble des événements favorables à la réalisation d’un seul succès sur les 4 possibles peut être décrit par : {A, B, C, D} =
{(A(~B(~C(~D), (~A(B(~C(~D), (~A(~B(C(~D), (~A(~B(~C(D)},
avec A, B, C, D : « Toucher la cible au (resp.) 1er, 2ème, 3ème, 4ème coup. ».

Ces événements A, B, C, D, sont incompatibles deux à deux.

On suppose en outre que A, B, C, D sont indépendants (et donc leurs complémentaires).

Donc P(1) = P(A)+P(B)+P(C)+P(D) = (0,5.0,4.0,3.0,2) + (0,5.0,6.0,3.0,2) + (0,5.0,4.0,7.0,2) + (0,5.0,4.0,3.0,8) = 0,106.

b) Quelle est la probabilité pour qu'en 4 coups, un tir au moins atteigne la cible, P(S) ?
Soit E : « Aucun tir n’atteint la cible. », E = (~A(~B(~C(~D), donc P(E) = 0,5.0,4.0,3.0,2 = 0,012.

Donc P(S) = 1 - P(E) = 1- 0,012 = 0,988.

c) Quelle est la probabilité pour qu'en 4 coups, 2 coups au moins touchent la cible ? P(2S) ?
P(2S) = 1 - P(E) - P(1) = 1- 0,012 – 0,106 = 0,882.

d) Quelle est la probabilité pour que les 4 coups touchent la cible ? P(4S) ?

P(4S) = P(A(B(C(D) = 0,5.0,4.0,3.0,2 = 0,168.

e) Quelle est la probabilité pour que 3 coups au moins atteignent la cible ? P(3S) ?
P(3S) = P(3) + P(4S).

P(3) = P{(A(B(C(~D), (A(B(~C(D), (A(~B(C(D), (~A(B(C(D)} = (0,5.0,6.0,7.0,2) + (0,5.0,6.0,3.0,8) + (0,5.0,4.0,7.0,8) + (0,5.0,6.0,7.0,8) = 0,042 + 0,072 + 0,112 + 0,168 = 0,394 ( P(3S) = 0,394 + 0,168 =0,562.

f) Si Y est une V.A. représentant le nombre de coups au but, quelle est la distribution de probabilité de Y ? Sa fonction de répartition ?  E(Y) ? Représenter graphiquement la distribution de probabilités et la fonction de répartition.
	Y
	P(Y)
	F(Y)
	Commentaires

	0
	0,012
	0,012
	= P(E)

	1
	0,106
	0,118
	= 1 – P(2S)

	2
	0,320
	0,438
	= 1 – P(3S)

	3
	0,394
	0,832
	= 1 – P(4)

	4
	0,168
	1
	


P(2) = 1 – P(1) – P(3) – P(4) = 1 – 0,012 – 0,394 – 0,168 = 0,320.

E(Y) = (0.0,012) + (1.0,106) + (2.0,320) + (3.0,394) + (4.0,168) = 2,6 succès.
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8) LE Q.C.M.

Dans un Q.C.M. 4 réponses alternatives sont proposées pour chaque question, dont une seule est correcte.

Une étudiante a la probabilité ( (0 < ( < 1) de connaître la réponse correcte. Si elle ne connaît pas la réponse, elle choisit une des 4 possibilités au hasard.

Solution :

Q.1.
Quelle est la probabilité qu'elle donne la réponse correcte ?

Soit : C : « L’étudiante répond correctement. » , K : « L’étudiante connaît la réponse. »., {K, ~K} forme un SCE. On sait que P(K) = ( et donc P(~K) = 1 - (.

Donc si elle choisit une réponse au hasard quand elle ne connaît pas la réponse, P(C/~K) = 0,25.

Donc P(C) = P(C/K).P(K) + P(C/~K).P(~K) = 1.( + 0,25.(1-() = 0,75( + 0,25.

Q.2.
Etant donné qu'elle donne la réponse correcte, quelle est la probabilité qu'elle n'ait  pas deviné ?

On cherche P(K/C) = (LPC) P(K(C)/P(C) = 

P(C/K).P(K)/P(C) = (/(0,75( + 0,25) = 4(/(3( + 1).

Q.3.
Représentez graphiquement l'évolution de la probabilité qu'elle n'ait pas deviné pour toutes les valeurs possibles (au 10ème  près) de (.
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Une machine automatique est constituée de 50 éléments. On admet que pendant un temps T de fonctionnement, chacun des éléments a une probabilité 0,01 de tomber en panne indépendamment des autres. La machine cesse de fonctionner si au moins quatre des éléments tombent en panne.
Quelle est la probabilité que la machine tombe en panne durant le temps T ?

Solution :

Soit X, une v.a.d., = « Le nombre d’éléments en panne. », X ~Bi(50, 0,5).

Puisque n = 50 (( 50) et n.(B = 50.0,01 =0,5 < 5, on peut utiliser une approximation par la loi de Poisson.

La machine tombe en panne si X > 3 et est donc en état de fonctionnement si X ( 3.

P(X ( 3) = F(3) = (tables) 0,998. Donc la probabilité que la machine tombe en panne durant la période T = P(X>3) = 1 – F(3) = 1 – 0,998. = 0,002.
Une machine industrielle comprend 5 éléments dont la probabilité de fonctionnement de chacun d'eux, pendant un temps donné T est 0,95. La machine cesse de fonctionner dès que deux au moins des cinq éléments sont en panne.
a) Calculer la probabilité de panne de cette machine pendant le temps T.

b) Supposons que T = 1 jour de travail ; si une année compte 200 jours de travail, combien de jours seront-ils marqués en moyenne par une panne en un an ?

Solution :

a) Soit X, une v.a.d., = « Le nombre d’éléments en panne. », X ~Bi(5, 0,05).

On cherche P(X ( 2) = 1 – F(1) = 1 – P(0) – P(1) =

1 - 
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 0,051.0,954 = 1 – 0,955 – (5.0,05.(0,95)4)) = 0,0226.

b) Suivant l’approche fréquentiste, le nombre de jours durant lesquels la machine connaîtra une panne = 0,0226 .200 = 4,52 jours.

9) CONTRÔLE DE QUALITE

On sait que les disquettes produites par une certaine firme sont défectueuses avec une probabilité de 0,01,  indépendamment les unes des autres. La compagnie vend les disquettes par boites de 10 et garantit contre remboursement qu'au plus 1 des 10 disquettes de la boite est défectueuse.

A l'achat de 3 boites, quelle est la probabilité qu'une boite :


a)  au moins doive être remboursée ?


b)  exactement doive être remboursée ?

Solution :

Soit D : « La disquette est défectueuse. », BiD : « La boîte i contient plus d’une disquette défectueuse et doit donc être remboursée. », BiND : « La boîte i contient au plus une disquette défectueuse et ne doit donc pas être remboursée. », i = 1, 2, 3 ; X, une v.a.d., représentant le nombre de disquettes défectueuses dans une boîte. On sait que P(D) = 0,01. Donc X ~Bi(10 ; P(D)) ( X ~Bi(10 ; 0,01).

P(BiD) = P(X > 1) = 1 – P(0) – P(1) (i, i = 1, 2, 3.

or P(0) = 
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 0,010.0,9910 = 0,9044.

Et P(1) = 
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 0,011.0,999 = 0,0914.

Donc P(BiD) = 1 - 0,9044 - 0,0914 = 0,0042 et P(BiND) = 1 - P(BiD) = 0,9958 (i car { BiD, BiND} forme un SCE.

On cherche P(A), avec A : « Une boîte au moins sera remboursée sur un achat de trois boîtes. », 

P(A) = P(B1D ( B2D ( B3D) = 1 – P(B1ND ( B2ND ( B3ND) = 1 – (0,9958)3 = 1 – 0,9875 = 0,0125.

On cherche P(B), avec B : « Une seule boîte sera remboursée sur un achat de trois boîtes. »,

P(B) = P[(B1D ( B2ND ( B3ND) ( (B1ND ( B2D ( B3ND)  ( (B1ND ( B2ND ( B3D)]  = 3. P(BiD).[P(BiND)]² = 3. 0,0125. 0,9958² = 0,0125. 

10) LE RECYCLAGE DU VERRE (I)

De petites particules de matières étrangères peuvent être trouvées dans le verre fondu provenant du groisil à partir duquel les bouteilles de verre sont faites.

Si une seule de ces particules est incorporée dans une bouteille, la bouteille doit être détruite. 

Supposons que 10 bouteilles sont produites d'une certaine quantité de verre fondu dans lequel deux de ces particules sont dispersées aléatoirement. 

Quel est le nombre de bouteilles que l'on devra détruire ?

Solution :

Chaque particule a une chance égale d’être incorporée dans chacune des 10 bouteilles. Ce qui veut dire qu’il existe 10 façons d’incorporer la première particule et 10 façons d’incorporer la seconde, soit au total 10.10 = 100 façons d’incorporer les deux particules parmi les 10 bouteilles.

Dans 10 de ces cas, les deux particules sont incorporées dans la même bouteille. Dans les 90 autres cas, deux bouteilles sont contaminées au lieu d’une seule dans le cas précédent.

Soit X, une v.a.d., = « Le nombre de bouteilles contaminées par au moins une particule. », il est possible d’écrire la distribution de probabilité de X à partir de la formule classique :

	X
	0
	1
	2

	P(X)
	0
	1/10
	9/10


Donc E(X) = 0.0 + 1.0,1 + 2.0,9 = 1,9 bouteilles à détruire.

11) LE RECYCLAGE DU VERRE (II).

Suite à un problème de réglage de la machine automatique de tri optique du groisil, trois particules se trouvent dispersées dans la quantité de verre fondu nécessaire pour produire 10 bouteilles.

Quel est le nombre de bouteilles qu'il faudra détruire ?

Solution :

Chaque particule a une chance égale d’être incorporée dans chacune des 10 bouteilles. Ce qui veut dire qu’il existe 10 façons d’incorporer la première particule, 10 façons d’incorporer la seconde et 10 façons d’incorporer la troisième ; soit au total 10.10.10 = 1000 façons d’incorporer les trois particules parmi les 10 bouteilles.

Dans 10 de ces cas, les trois particules sont incorporées dans la même bouteille. 

Il y a 10.9.8 = 720 possibilités que les trois particules se trouvent dans une bouteille différente, contaminant donc 3 bouteilles sur les 10.

Il reste 1000 – 10 – 720 = 270 (= 3.10.9)  possibilités de contaminer 2 bouteilles sur 10 avec 3 particules : 1 dans une bouteille et 2 dans une autre.

Soit X, une v.a.d., = « Le nombre de bouteilles contaminées par au moins une particule. », il est possible d’écrire la distribution de probabilité de X à partir de la formule classique :

	X
	0
	1
	2
	3

	P(X)
	0
	10/1000

 = 0,01
	270/1000

 = 0,27
	720/1000

 = 0,72


Donc E(X) = 0.0 + 1.0,01 + 2.0,27 + 3.0,72 = 2,71 bouteilles à détruire.

12) STOP OU EN AVANT

Supposons le jeu de dé suivant : à votre tour, vous lancez le dé (supposé honnête). Si vous obtenez 6, vous avancez de six cases. Si vous obtenez un autre résultat que 6, votre pion reste sur place.

De combien de cases vous déplacez-vous en moyenne à chaque lancer ?

Solution :

Soit X, une v.a.d., représentant le résultat d’un lancer de dé et g(X), le nombre de cases dont on avance après chaque lancement du dé.

E[g(X)] sera donc le nombre attendu de cases dont on avancera à chaque lancer.

Le tableau suivant présente les distributions de probabilité pour X et g(X).

	X
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	g(X)
	0
	0
	0
	0
	0
	1

	P(X)
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6


Donc E[g(X)] = 
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.(0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 6) = 1 case.

Une machine comprend quatre dispositifs D1, D2, D3, D4, dont la défaillance peut intervenir de manière indépendante. On observe le fonctionnement de la machine pendant un intervalle de temps T (temps de fiabilité). Soit Ai, 1 ( i ( 4, l'événement : "Di , fonctionne sans défaillance pendant le temps T" avec la probabilité P(Ai). On suppose que : P(A1) = 0,8 ; P(A2) = 0,85 ; P(A3) = 0,9 ; P(A4) = 0,9.

La machine tombe en panne si D1 tombe en panne. Elle continue de fonctionner si un seul de ces trois dispositifs D2, D3, D4 est défaillant; mais la défaillance simultanée de deux au moins de ces trois dispositifs met la machine en panne.

Quelle est la probabilité de fonctionnement de la machine durant T (probabilité de fiabilité) ? 

Solution :

Soit A : « La machine fonctionne pendant T. » ; 

A =

[(A1(A2(A3(A4)((A1(~A2(A3(A4)((A1(A2(~A3(A4)((A1(A2(A3(~A4)], donc A est la réunion de 4 événements composés incompatibles entre eux deux à deux. Chacun de ces événements composés est l’intersection de 4 événements indépendants donc :

P(A) = 

P(A1).P(A2).P(A3).P(A4) ( P(A1).P(~A2).P(A3).P(A4) ( P(A1).P(A2).P(~A3).P(A4) + P(A1).P(A2).P(A3).P(~A4) = 

(0,8.0,85;0,9.0,9) + 0,8.0,15.0,9.0,9) + [(0,8.0,85.0,1.0,9).2] = 0,7704.

Deux machines x et y fabriquent des ampoules. X assure 30 % de la production et 5 % des ampoules qu'elle fabrique sont défectueuses. Y assure 70 % de la production, et 3 % des ampoules qu'elle fabrique sont défectueuses.

Q.1.
On choisit une ampoule au hasard dans la production totale. 

Quelles sont les probabilités pour que :


a)   l'ampoule soit produite par x et  défectueuse ?


b)   l'ampoule soit produite par y et non défectueuse ?

Solution :

Soit X : « L’ampoule est fabriquée par x. » ; on sait que P(X) = 0,3.

Soit Y : « L’ampoule est fabriquée par y. » ; on sait que P(Y) = 0,7.

Soit D : « L’ampoule est défectueuse. » ; 


on sait que P(D/X) = 0,05 et . P(D/Y) = 0,03.

On cherche P(X(D) et P(Y(~D). On applique la LPC.
a. P(X(D) = P(D/X).P(X) = 0,05.0,3 = 0,015.

b. P(Y(~D) = P(~D/Y). P(Y) = (1 - 0,03).0,7 = 0,679.

Q.2.
Quelle est la probabilité qu'elle soit défectueuse ?

Solution :

On cherche P(D). On applique la LPT, en effet {X,Y} forme un SCE.

P(D) = 

P(D/X).P(X) + P(D/Y).P(Y) = 0,05.0,3 + 0,03.0,7 = 0,015 + 0,021 = 0,036.

Q.3.
Si l'ampoule est défectueuse : quelle est la probabilité qu'elle soit produite par x ? Par y ?
Solution :

On cherche P(X/D) et P(Y/D). On applique la formule de Bayes.
a. P(X/D) = P(X(D)/P(D) = 0,015/0,036 = 0,4167.

b. P(Y/D) = P(Y(D)/P(D) = 0,021/0,036 = 0,5833 = 1 - P(X/D).

Dans une usine, 4 % des composants électroniques fabriqués sont défectueux. Un inspecteur teste chaque composant avant qu'il ne quitte l'usine. Il rejette incorrectement 2 % des composants non-défectueux et laisse passer 1 % des composants défectueux. 

a) Quelle proportion de tous les composants produits est-elle rejetée ?  

b) Etant donné qu'il rejette un composant, quelle est la probabilité qu'il soit non défectueux ?

Solution :

Soit D : « Le composant est défectueux. » et R : « Le composant est rejeté. ».

On sait que :

P(D) = 0,04 ; P(R/~D) = 0,02 ; P(~R/D) = 0,01 ( P(R/D) = 1 - 0,01 = 0,99.

On cherche P(R). P(R) = (LPT) P(R/D).P(D) + P(R/~D).P(~D) = 

0,99.0,04 + 0,02.(1- 0,04) = 0,0492. Soit près de 5 %.

On cherche également P(~D/R).

P(~D/R) = (Bayes) [P(R/~D).P(~D)]/P(R) = 0,02.0,96/0,0492 = 0,39.

Dans une région donnée, 40% des conducteurs masculins d’automobiles sont responsables d’un accident. Il y a 75 % de jeunes hommes (de moins de 30 ans) parmi les conducteurs masculins responsables d’accidents et 20 % de jeunes parmi les conducteurs masculins non responsables d’accidents.

Quelle est la probabilité qu’un jeune homme (de moins de 30 ans)de cette région, pris au hasard, cause un accident ?

Solution :

Pour la population masculine, on pose :

A = « Causer un accident. »,

J  = « Etre jeune. ».

On connaît :
P(A) = 0,4, donc P(Ã) = 1 – P(A) = 0,6.

P(J/A) = 0,75 et P(J/Ã)=0,20.

On demande P(A/J).

Or P(A/J) = (Bayes) [P(J/A).P(A)]/[ P(J/A).P(A) + P(J/Ã).P(Ã)] = 

(0,75.0,4)/[ (0,75.0,4) + (0,2.0,6)] = 0,3/0,42 = 0,72.

K. RAMEL, épicier établi près d’une école, sait que tous les jours scolaires à midi il vend un certain nombre de friandises aux élèves. Pendant la dernière année scolaire, il a observé les fréquences suivantes de demande quotidienne pour une certaine tablette de chocolat :

	Nombre de tablettes demandées/jour
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	Nombre de jours pour lesquels cette demande a été observée
	21
	21
	21
	21
	21
	21
	21
	21
	21
	21


Il pense qu’il connaîtra le même comportement de la demande l’an prochain.

Soit X, la variable aléatoire représentant le nombre de tablettes achetées quotidiennement.

a) Etablir le tableau et le graphique de la fonction de répartition de cette variable aléatoire.

b) Quelle est la quantité de tablettes que K. RAMEL peut raisonnablement penser vendre quotidiennement en moyenne l’an prochain ?

Solution :

a) X est une V.A.D. distribuée selon la loi uniforme parce que pr(X) = 21/210 = 0,1 : {X= 1, 2, 3, …10}.
	X
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	F(X)
	0.1
	0.2
	0.3
	0.4
	0.5
	0.6
	0.7
	0.8
	0.9
	1


b) Il suffit de calculer l’espérance mathématique de X : E(X) = 1.0,1 + 2.0,1 + 3.0,1 + … + 10.0,1 = 55.0,1 = 5,5.
13) Le robot emballeur.

Dans une conserverie, les boites de conserves sont disposées en pallette en fin de chaîne par un seul robot emballeur.

Le robot travaille à la cadence normale de 25 palettes/heure. Il se fait qu’il faut exactement 25 palettes pour former un lot standard correspondant à la charge d’un camion semi-remorque.

Le fournisseur du robot emballeur garantit la fiabilité du robot en avançant un taux de 1/1000 de mauvais empaquetages.

Il suffit cependant d’une palette mal empaquetée pour perdre la vente du lot de 25 dans lequel la palette se trouve.

Le robot est renvoyé à l’usine pour révision générale après 10.000 heures de fonctionnement.

a) De combien de lots la conserverie manquera-t-elle la vente pour cause de mauvais empaquetage entre le moment où le robot est installé et son premier renvoi pour revision générale ?

b) Quelle proportion de la production ces lots dont la vente est perdue représentent-ils ?

c) Que deviennent ces conclusions si les clients acceptent tout au plus une palette mal empaquetée par lot ?

Solution :

a) Si le robot travaille 10.000 heures, il produira 10.000 lots de 25 palettes.
Soit R= « Rejeter un lot. ». 

Soit X = nombre de palettes mal emballées sur un lot de 25.

P(R) = P(X>=1) = 1 – P(0).

Or X ~ Bi(25 ; 0,01) (Attention, ici on fait l’hypothèse d’un tirage avec remise !).

Donc P(0) = (999/1000)25= 0,9753.

Donc P(R) = 1 – 0,9753 = 0,0247.

b) Donc sur 10.000 lots, on refusera 10.000 . 0,0247 = 247 lots.
c) Si pr(R) = pr(X>1) = 1 – pr(X=0) – pr(X=1) = 1 – 0,9753 – 0,0244 = 0,0003.
Donc le nombre de lots rejetés tombe à 10.000 . 0,0003 = 3.
14) Partage de bonbons.

Un sac opaque contient deux sortes de bonbons indiscernables au toucher. Il s’agit de F bonbons à la fraise et de C bonbons au citron. On demande à Julie d’en prendre un au hasard, c’est ensuite au tour de Jules.

Quelle est la probabilité que Jules prenne un bonbon à la fraise ? Jules ne sait pas quel bonbon Julie a pris. Justifiez en détail votre réponse.

N.B. On pose que F+C=N

Solution :
S={FF, CF, CC, FC} avec IJ, I = F,C et J = F, C, les choix consécutifs de Julie puis de Jules

Soit A={FF, CF}. A = «  Jules a pris un bonbon à la fraise. ».

On cherche P(A).

Soit B={FF} et C={CF}

Donc P(A) = P(B ( C) = P(B) + P(C) puisque événements incompatibles.

P(B) = F/N* (F-1)/(N-1).

P(C) = C/N * F/(N-1).

Donc P(B)+P(C) = [(F*(F-1)) + (C*F)]/N*(N-1) = [F*(F-1+C)]/N*(N-1) = F*(N-1)/N*(N-1) = F/N.

15) Guidage de missile.

Le système de guidage d’un prototype de missile est constitué d’une tuyère directionnelle et de deux systèmes de pointage. La tuyère fonctionne grâce aux impulsions électriques reçues de l’un ou l’autre système de pointage.

Le missile reste opérationnel tant que la tuyère fonctionne.

Lors des essais préliminaires, il a été établi qu’au cours d’un vol de trois minutes, la tuyère avait une chance sur 10 de se désintégrer avant la fin du vol.

Le premier système de pointage, relativement fiable, ne tombe en panne que dans 5% des cas au cours des trois minutes de vol, le second système de pointage fonctionne lui dans 80% des cas. Le fonctionnement de chacun des deux systèmes est indépendant de l’autre.

Quelle est la probabilité pour que le vol inaugural de trois minutes devant l’Etat-major se passe sans accroc ?

Solution :
Soit A=« La tuyère reste entière durant le vol. ».

Soit B=« Le premier système de pointage fonctionne durant tout le vol. »

Soit C= « Le deuxième système de pointage fonctionne durant tout le vol. »

Soit D=« Le missile réussit son vol inaugural. ».

Donc on cherche P(D).

Or D= A ( (B ( C).

Calculer directement P(B ( C) est impossible car les événements ne sont pas incompatibles.

Il faut donc passer par l’événement complémentaire, en effet P(B ( C) = 1 - P(~B ( ~C) = 1 - P(~B)*P( ~C).

Donc P(D) = P(A) * [1 - P(~B)*P( ~C)] = 0,9 * [1- (0,05*0,20)] = 0,9 * (1 - 0,01) = 0,9 * 0,99 = 0,891.

16) Le questionnaire.

Lors d’une épreuve consistant à répondre à cinq questions, chacune proposant quatre réponses possibles dont une seule est correcte, vous répondez en choisissant les réponses purement au hasard.

Quelle est la probabilité que vous ayez au moins une réponse correcte ?

En supposant que vous gardiez la même stratégie, faut-il augmenter ou diminuer le nombre de questions pour augmenter la probabilité d’obtenir au moins une réponse correcte ? Justifiez.

Solution :
La probabilité de répondre correctement à au moins une question est égale à 1 moins la probabilité de ne répondre correctement à aucune question.

Soit A = « Répondre correctement à au moins une question. »

S={0, 1, 2, 3, 4, 5} où les nombres représentent le nombre total de réponses correctes obtenues.

Donc P(A) = P(1 ( 2 ( 3 ( 4 ( 5) = 1- P(0) = 1- (3/4)5 = 1 - 243/1024 = 781/1024 = 0,7627.

Il faut augmenter le nombre de questions puisque pour chaque nouvelle question ajoutée la probabilité de ne pas répondre est égale aux ¾ de la probabilité de ne pas répondre à ce même nombre de questions moins une. Celle probabilité diminue donc avec le nombre de questions.

Une chaîne de fabrication de conserves produit des lots de 50 boîtes. Chacune des boîtes est soumise à contrôle par une inspectrice qui prélève 5 boîtes au hasard dans chaque lot pour les soumettre au test. Il suffit d’une seule boîte défectueuse pour rejeter le lot.

Si 3 boîtes sont défectueuses dans le lot de 50, quelle est la probabilité que le lot soit rejeté ?

Solution :
Soit A = « Une boîte tirée au hasard dans le lot de 50 est défectueuse .»

Donc P(A) = 3/50 = 0,06 et P(i) = la probabilité que la ième boîte tirée ne soit pas défectueuse = 0,94.

Soit B = « Le lot est rejeté. ».

P(B) = 1 - P(~B) avec P(~B) = P(1 ( 2 ( 3 ( 4 ( 5), 

donc P(B) = 1 - [(0,94)5] = 0,2661.

24) La cantine de l’école

Dans la cantine d’une école secondaire, on sait que par jour de grande chaleur, 40% des élèves achètent une glace à la récréation de midi. Certains l’achètent parce qu’ils ont chaud, d’autres par imitation. On a également remarqué que les filles achètent proportionnellement plus de glaces que les garçons. Après de nombreuses observations, on a même pu établir que 75% des acheteurs de glaces étaient des filles et que 90% des non-acheteurs étaient des garçons. N.B. Personne n’achète deux ou plusieurs glaces.

a) Quelle est la probabilité qu’une fille choisie au hasard le matin d’un jour de grande chaleur achète une glace à midi ?

b) Quelle proportion de la population totale des élèves de l’école représente le groupe des garçons qui n’achètent pas de glaces ce même jour ?

c) Supposant que l’école compte 720 filles, quelle est la population totale de l’école ? Combien de glaces pense-t-on vendre au total à la cantine un jour de grande chaleur ?

Solution :
a) Soit G =« L’élève achète une glace. » et  {G,~G} un SCE.

Soit {F,B} un SCE avec F=« Etre une fille. » et B=« Etre un garçon. ».

On cherche P(G/F).

On a :
P(F/G) = 0,75 ; P(B/~G) = 0,9 donc P(F/~G) = 0,1 ; 

P(G) = 0,4 ; et P(~G) = 1 - P(G) = 0,6.

Donc (Bayes) P(G/F) =
[P(F/G).P(G)]/[ P(F/G).P(G) + P(F/~G).P(~G)] = 





[0,75*0,4]/[0,75*0,4 + 0,1*0,6] = 

0,30/(0,30 + 0,06) = 0,30 / 0,36 = 5/6.

b) On cherche P(B(~G), le plus simple est de développer un diagramme en arbre, ou d’utiliser la formule des probabilités composées :

P(B(~G) = P(B/~G). P(~G) = 0,9 * 0,6 = 0,54 donc le groupe des garçons qui n’achètent pas de glaces ce jour là représente 54% de la population des élèves.

c) On cherche donc P(F) = (loi des probabilités totales) = P(F/G).P(G) + P(F/~G).P(~G) = 0,75*0,4 + 0,1*0,6 = 0,36.
Donc les 720 filles représentent 36% de la population de l’école, donc la population de l’école = (720/36) * 100 = 2000 élèves. On vendra donc 40% de 2000 glaces par jour de grande chaleur, soit 800 glaces.

25) Machines autodestructrices (Processus à mémoire : introduction)

Comme dans de nombreux cas d’outils motorisés, les tondeuses à gazon à moteur thermique sont des machines autodestructrices. Entre deux entretiens complets annuels, le nombre d’avaries par mois durant la saison de tonte est dépendant à la fois du nombre d’avaries subies le mois précédent et d’un aléa. Dans le cas de la tondeuse GHAS-HON, on a pu établir que le nombre aléatoire d’avaries subies durant le mois t : ut est une variable aléatoire de Poisson de paramètre 0,5 auquel s’ajoute systématiquement le nombre d’avaries subies le mois précédent. 

Donc xt, le nombre d’avaries subies durant le mois t de la saison de tonte peut être modélisé comme :

xt = xt-1 + ut, avec ut statistiquement indépendant de ut-1.

On considère également qu’avant la saison de tonte, un entretien complet de la tondeuse permet de poser x0 = 0.

a) Quelle est la probabilité qu’une tondeuse choisie au hasard connaisse 2 avaries au plus au cours du deuxième mois de la saison de tonte ?

b) Quelle est la probabilité qu’une tondeuse choisie au hasard connaisse 3 avaries au cours du deuxième mois de la saison de tonte si elle a en déjà subi une au cours du premier mois ?

c) Au tout début de la saison de tonte, quel est le nombre total attendu d’avaries au cours de la saison si cette dernière s’étend sur 6 mois ?
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