LIBAN BACCALAUREAT S2003 Retour vers|'accueil

Exercice1: Commun atousles candidats

Une urne contient 4 boules noires et 2 boules blanches. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a2. On
répéte n fois|'épreuve qui consiste atirer une boule puis alaremettre dans I'urne. On suppose que toutes
les boules ont la méme probabilité d'étre tirées et que les tirages sont indépendants.

On note p, Ia probabilité de tirer exactement une boule blanche lors des ( n -1) premiers tirages et une

boule blanche lors du n-iéme tirage.

1) Calculez les probabilités p, , p; et p, -

2) On considére les événements suivants:
B, : " Ontire une boule blanche lors du n-ieme tirage "

U, : " Ontire une boule blanche et une seule lors des n -1 premierstirages
a) Calculez laprobabilité de B .

b) Exprimez la probabilité de I'événement U, en fonction den.

c) Deduisez-en |'expression de p,, en fonction de n et verifiez I'égdlité :

o)
(=13

p,= P

3)Onpose §, = p,+Pg +...t P, -
a) Démontrez par récurrence que pour tout entier naturel n> 2, ona:
g 1 b : (2 M
= — | —4+ —
g 2 ]

b) Déterminez lalimite de lasuite (S, )



Correction Exercice 1:

Sur un tirage, la probabilité d'obtenir une boule blanche est 1/3 et d'obtenir une boule noire est 2/3.
Les tirages sont indépendants.

1. p, = Probabilite davoir 2 boules blanches = (1/3)2.
p5 = Probabilité d'avoir une boule blanche unique dans les 2 premiers tirages puis une blanche
= 2% (U3)*(213)* (U3) = 4/27
p, = Probabilité d'avoir une boule blanche unique dans les 3 premierstirages puis une blanche
= 3*(U3)*(2/3)% (1/3) = 4/27

2. @ L'événement B est "obtenir une boule blanche au n-iemetirage”.
Comme les résultats des tirages sont independants les uns des autres, on a P(B)) = 1/3
b) Pour U, , laboule blanche peut avoir n'importe quelle position dans les (n-1) premierstirages,

les boules autres dans les (n-1) premiers tirages sont noires.
La derniére boule peut-étre quelcongue.
Il'y a(n-1) fagons de placer la boule blanche patmi les (n-1) premiéres boules donc:
P(U,) = (n-D)*(U3)*(23)™2.
c) L'événement

An :" exactement une blanche lors des ( n -1) premiers tirages et une blanche lors du n-iéme tirage "

est l'intersectionde U etdeB,, .
Cequ'il se passe lors du dernier tirage est indépendants de ce qu'il est passe lors des
(n-1) premierstirages. Donc U | et B sontindépendants. D'ou P(A ) = P(B )*P(U ) .

D'odl p, = (n-1)* (U3)* (2/3)™2* (U3) = (n-1)* (2/3)"4.

3. @dPourn=2, S, =p, =(1/9) OR 1-(22+1)(2/3)?=1/9.
L'égalité demandée est donc vraie pour n = 2.
On fait I'hypothese de récurrence” S, = 1- (n/2 + 1)(2/3)" . "

OnremarquedorsqueS, ;=S +p,,q =1-(M2+ 123" + n*(2/3)"* Y4

D'ou , en mettant (2/3)" en facteur , on a:
S .. =1-(23)"(n2+1)-n23)/4] =1- 3" [(n+1)/2+1] .

n+1
On peut alors conclure par récurrence. ,
b) On sait quexli_rf}rm:““'I =0 & a€]01[ onen déduit aorsque lim n(§}"‘= 0.
"—+4 oo

D'ou lasuite (S,)) converge vers 1



Exercice 2 : Candidat SPECIALITE

Les suites d'entiers naturels ( X, ) et ('y,, ) sont definiessur N par :
Xp=3etx, ,1=2x, -1, y,=let y ,,=2y,+3
1) Démontrez par récurrence que pour tout entier naturel n, x _ 2ntl 4q
2) @) Calculez le pged de Xg €t Xq puis celui de Xy, €t X505 d'autre part .
Que peut-on en déduire pour Xg €t Xg d'une part, pour X,qy, €t o4 d'autre part?
b) x €t X, ; sont-ils premiers entre eux pour tout entier naturel n ?
3) a) Demontrez que pour tout entier naturel n, 2x. -y, = 5
b) Exprimez y_ en fonction den .
c) En utilisant les congruences modulo 5, éudiez suivant les valeurs de I'entier naturel p
le reste de la division euclidienne de 2P par 5.

d) Onnoted_lepged dex ety, , pour tout entier naturel n.
Démontrez quel'ona:d =1oud =5.
En déduire I'ensemble des entiers naturels n tels que x| ety soient premiers entre eux.



Correction (indications)

1) Pour n=0,2"™! +1=2+1=3= X donc la propriéte est vraie pour n = 0.
On fait I'nyptotheése de récurrence x = 2™ +1.
— — 1 ‘o — on+2
X 1=2% -ldoncx  ,=2(2"™" +1) -1 doux,,=2"° +1
Ce qui est bien lapropriété al'ordre ( n +1), d'ou la conclusion par récurrence.

2) a) et b)
D'apreslarelation derécurrenceentre X, ; et X ,ona:-X  ,+2x =1.

Donc, d'apres le théoreme de BEZOUT, x_ et X, ; sont premiers entre eux pour tout entier naturel n

3) a) Pour tout entier naturel n, on a

2% 1 " Y1 =22%, -1) -(2y, +3)=2(2x, - Y,)-5
Donc, s (2x, - y,) =5aors2x. 1 - ¥,,1=5.
Comme (2%, - Y =5, on peut conclure par une récurrence.
b) Avec laguestion 1), onadlors: y =2x -5=2"2-3
0)2°=1mod5,22=2mod5,2°=4mod5,23=3mod5, 2*=4mod 5
dous p=4kaorsReste=1
ssp=4k+1aorsReste=2
s p=4k+2aorsReste=4

sp=4k+3aorsReste=3
d) On sait que (2x, - y,) =5 donc d divise 5. Comme 5 est premier alorsd =1 ou 5.

On en déduit que d = 5§ et seulement s X ety sont tous les deux divisibles par 5.

Donc, si et seulement si 2" + 1 et 2"2 - 3 divisibles par 5.
En utilisant le résultat de la question précédente, celasignifiequen est delaformen=4k+ 1.



PROBLEME (11 paints)

Partie A : Etude d'unefonction auxiliare g
Lafonction g est définie sur R par : g(x) = 2e* + 2x - 7.

1. Etudiez leslimites de g en -00 et en +00.
2. Etudiez le sens de variations de g sur R et dressez son tableau de variation.

3. Jusitifiez que I'éguation g(x)=0 admet dans R une solution unique a telle que:
0,94<a <0,941.
4. Etudiezlesignedeg sur R.

Partie B : Etuded'unefonction f.
Lafonction f est défnie sur R par : f(X) = (2x-5)(1-€) .
On note (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O; i , j ) .

1. Etudiezlesignedef sur R.

2. Etudiez leslimitesdef en -00 et en +00.

3. Caculez f'(x), ou f désignelafonction dérivéedef, et vérifiez quef '(x) et g(x) ont le méme signe.
Dressez e tableau de variations de f.

. T (20— BY®
4. a) Démontrez I'égalite : flo)=
(2o —T)
2
b) Etudiez le sens de variation de lafonction ¢, . .. _, (2 —5) sur l'intervalle]-o00 ; 2,5]
(2x — T}
En déduire, a partir de I'encadrement de a obtenu dans la partie A, en encadrement d'amplitude

102 def(a).
5. Démontrez que ladroite (D) d'éguation y = 2x - 5, est asymptote a (C) en +oo0.
Préciser laposition de (C) par rapport a (D).
6. Tracez ladroite (D) et lacourbe (C) danslerepere (O i, j )(unité graphique 2cm)

Partie C : Calcul d'aire
A l'aide d'une intégration par parties, calculez en cn?? |'aire A de la portion du plan délimitée par la courbe
(C), I'axe des abscisses, I'axe des ordoonnées et la droite d'équation x = 2,5.

Partie D : Etude d'une suite de rapport de distance
Pour tout entier naturel n >3, on considerelespoints A, B et C_ d'abscisse n appartenant

respectivement al'axe des abscisses, aladroite (D) et alacourbe (C).

Soitu, leréel défini par : ta = A B

1. Démontrez que pour tout entier naturel n>3,0na @, _ 2n —5—f(n)
An —5&
2. a) Quelle est lanature de lasuite (u,, )?

b) Calculez lalimite de lasuite (u,, ). Pouvait-on prévoir ce résultat?



Correction du Probleme:

Partie A:

1. Onsaitque lim e*=+ca donc lim glx) =+ co.
=+ B * =40
Onsaitque lim &*=0 donc lim g(z)=—co
¥ — =0 ¥ —— O

g est somme de 2 fonctions strictement croissante sur R donc g est strictement croissante sur R.
On peut aussi calculer ladérivée de g sur R et voir que celle-ci est strictement positive.

D'aprésles limites de g en +00 et -00, comme g est continue sur R, d'apreés le théoreme des valeurs
intermédiaires, on peut dire qu'il existe un réel a tel que g(a)=0.

Comme g est strictement croissante sur R, cette valeur a est unique.

Deplus, pour x<a ,g(x) <0 et pour x>a, g(x) > 0.

Un simple calcul machine montre que g(0,94) < 0 et g(0,941) > 0d'ou 0,94 < a < 0,941.

4. Voir au-dessus.

PartieB.
1. f(x)<0sur]0; 2,5 et f(x) >0sur]-00;0] U[2,5; +00[ .
2. lim flzj=4co e lim flz)=+co
E—=+0a ¥ ——Ca
3. f'(X) =2(1-€) + (2x-5)(e*) = 2-7e*+2xe™ = eX(2e™ + 2x -7) = e*g(X).

Comme €*> 0 sur R, on en déduit que f '(X) et g(x) sont de méme signe.
On connait | e tableau de signes de g(x) (voir partie A), donc celui de f ', donc le tableau de
variationsdefsur R .

2 .
2 — T
D'OU, #10) = (20— B)(1— e~ %)= (2a—E)(1+

a) a verifieg(a)=0doncona: ,—= __

_ (2a—B)
za—?}'ma—ﬂ
: o (2x —5)(2x — 9)
b) On verifie sans peine que ladérivée de h est définiepar : h‘(x) =2 -
(2x— T}

D'ouh'(x) >0sur]-00; 2,5[ dou h est strictement croissante sur cet intervalle.

Comme 0,94 < a <0,941, onah(0,94) < h(a) < h(0,941) d'ou, par exemple,

-1.905 < h(a) < -1,895.

f(X) - (2%-5) = - (2x-5)eX = -2xe* + 5¢* . Comme lim e™"=1lm ze =0

=4 =4

on en déduit que linl [f(x} — (2z —5)] = 0. Donc ladroite (D) est bien asymptote a (C) en +oo0.

Deplus, f (x) - (2x-5) > Osur]-00; 2,5[ et <0 sur]2,5; +oo[ donc
(D) est en-dessous de (C) sur ]-00; 2,5[ et au-dessus de (C) sur 12,5 ; +00].



-2 -1 1 2 . 3 4 5
1-

PartieC.
2.5

L'aire demandéeest: 4 4( flz) d:c) om 2- Pour calculer I'intégrale qui intervient ici, on effectue
]

unezi ptégration par parties. s

(22 —B5)(1— e F)dzx = [(2x—5)(x+e 5" - ],; 20 + o~ F)dx
= [(2z—B)z+ e O —[x*—2e —z]ﬁ,ﬁ

I
13
= ——4 —|—2e_2’5

D'ou l'sire: A = (13- 8e'2%)cmz2 .

i

PartieD.

1. Question sansdifficulté, il suffit de connaitre les coorodnnées des points considérés et defairele
calcul!

2. a) Apressimplication del'expressiondeu, ,ona: u, = en.

b) Cette suite donc géométrique de raison e . Elle converge donc vers 0 car |e'}] < 1.
Comme (D) est asymptote a (C)........



