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Probleme 1 : La mécanique de la marche (Mines-Ponf999) |

Par un beau matin d'été, un physicien délaisse labaratoire pour une randonnée pédestre a traweers |
campagne. Aprés 10 km de marche sur un chemindmtal; il s’assoit a I'ombre d’un arbre et solilequ«Je
suis fatigué. Pourtant, je n’ai pas travaillé. Coemh est-ce possibie ».

1. Le physicien effectue une marche Hekilométres a vitesse constante sur une route twaaze (on prendra
g =9,8m5? pour le champ de pesanteur). On suppose que feeadmmasse du promeneur conserve une

altitude constante pendant la marche et que leacbsbl-promeneur se fait sans glissement. On nsedél
'homme comme un solide. Quel est le travail mégaaieffectué par ’homme au cours de la marche ?

Le corps humain n’est pas un corps solide. Au cdark marche, le centre de marche effectue déatisas.
L’ordre de grandeur de I'amplitude de ces osciliadi esta =2 cm pour chaque pas effectué. Quand le centre

de masse s’éleve, I'énergie élastique musculatrea@sformée en énergie potentielle. Quand lereate masse
s'abaisse, I'énergie potentielle est convertie eergie thermique (chaleur»). La machine humaine n’est pas
réversible. Fixons les ordres de grandeur poumoaiehe deL =10 km, une longueur de pap =0,75 m et un

homme de mass# =70 kg.

2. Effectuer un schéma montrant la trajectoire dureeté marche en faisant apparaitre les longugarst p.
3. Montrer que cette marche est équivalente, pouralail fourni, & I'escalade d’une montagne d’unetaar

H telle queH = ZaL. Application numérique.
p

4. Calculer I'énergie mécanique fournie et compareitec&nergie a I'énergie de la ration alimentaire
quotidienne, de I'ordre de grandeur B& J, d’'un homme sédentaire. Que peut-on en conclure ?

Pour marcher I'hnomme prend appui sur une jambeaissé « penduler » I'autre jambe autour de I'alditbon
fémorale. On modélise la jambe par une barre hommgde massen, de longueur/ =1m, de moment

d’inertie autour de I'articulation) =%m€2.

5. Quelle est la valeur de la période des petitedlatons ? En déduire la vitesse moyenne du marceau
km/h. Quelle conséquence peut-on en tirer ?

6. Sachant quey, .. =1,6 mE?, quelle serait la vitesse moyenne du méme marcheua Lune ?

Solution

1. On étudie le systéme {marcheur} dans le réféebterrestre galiléen, assimilé a un solide.
Il subit: - son poidsP = M g qui ne travaille pas car le centre de masse dm@neur conserve une altitude
constante pendant la marche ;
- la réaction de contact du sol sur les pi&isjui ne travaille pas car il n'y a pas glissement.
D’autre part, la marche s’effectue a vitesse comstadonc I'énergie cinétiqu&, du marcheur est constante et
ne varie pas.
En notantW,, le travail mécanique effectué par 'homme au calesla marche, le théoreme de I'énergie

cinétique s'écrit 4E, :W(T3)+VV(#F)+ W. Avec 4E, :W(TD): V\/(—I?:O, on obtient: le travail

mécanique effectué par 'homme (c’est celui desdsiintérieures) au cours de la marche est nul.
2. Schéma:

2a

A
v

Sol
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3. Quand le centre de masse s’éléve2dependant un pas, I'énergie élastique musculairdrassformée en
énergie potentielle et le marcheur fournit le tiaVa, = Mg[2a (c’est le travail du poids).

Pour la marche totale le marcheur fournit le traVdi= NW, ou N est le nombre de pas.
Or L=Np, doncW, = Mg[?aL.
p

Le travail a fournir pour escalader une montagnme’hauteuH estW = Mg[H.

L

Par identification on obtienH =2a—|, soit{H =533 m|.
)

4. L’énergie fournieW, = Mg[?aL vaut |W, =365kJ|, ce qui représente le tiers de la ration alimeatai
p

quotidienne d’'un homme sédentaire, ce n'est passsic

5. On considere le systeme {jambe} assimilée atigeeen rotation autour d’'un axe

fixe passant par une de ses extrémités, le poidb@x, on étudie les oscillations dans
le référentiel terrestre supposé galiléen.

On suppose la liaison en O étant parfaite.

Soit m la masse de la tig€, sa longueur et G son centre de gravité dont oéreep

la position de G par la variable angula#ie

Le mouvement est une rotation pure: on choisitbéese polaire(ﬁ,u:,), le

. . !
mouvement de G est inscrit dans un cercle de céneede rayonE.

Repérage de GOG :%I Vo :i;éuz :
Le vecteur rotation de la tige efl= 9@ (perpendiculaire au plan de la figure).
Bilan des forces : - poids (qui s'applique en @ = mg= mg(cosefl— sirﬂT;) :

-laréactionen OR.

Le théoréme du moment cinétique appliqué en OiS’ég& =Mg(P) +Mg(R).
dt Y

0

_— - (— — =\
o(P)= GDP—EUr Dmg(cosﬁu sirg g)— mgé sig 1.
— — m? .—
De plus, d'aprés Koenigy = J5 2 :Tﬁuy .
2
Le théoréme du moment cinétique fourﬂéé = —mg%sin&, soit 9+2—3sin9 =0.

Pour les oscillations de faible amplitudnd=8 (vrai pour §<11°) et é+2—(‘30:0, ces oscillations sont

alors sinusoidales de la form@(t)=Acos(w0t)+ Bsin(wot), de pulsation a, = /2—? et de période

_ /2€ _ - T —
To=2r 5 . Application numerlque.

Un pas correspond & une demie période, la vitesgemne du marcheur est doug =

2p
=

On trouvev,, = 0,9 mCE?, soit|v,, = 3,3 kmhY|
Ce modele simplifié est acceptable puisqu’un marcheyen va a une vitesse comprise entre 4lenfh .

6. En remplagang par g, on obtien{Vy, | ;ne=1,3 kmCH?|: le méme marcheur va moins vite sur la Lune
gue sur la Terre.




Lycée Bertran de Born PC Problemes de concours atgés
Christophe Darnat — 2013 Mécanigue du solide

Probleme 2 : Roulement d’'un cylindre dans un demixdindre (Concours TA 1994) \

Le référentiel terrestrer]) est supposé galiléen.
On considére un demi-cylindi@,, de centreQ,, fixe par rapport a%), d'axe 4 et de rayonR .

Un cylindre C, de centreO, plein, homogéne, de massg, de rayonr et de moment d’inertie) =%mr2 par

rapport a son axe de rotation, roule sans glisertérieur de C, de maniére a ce que la génératrice de contact

soit constamment parallele.
Dans un plan perpendiculaireh, on repére la position dé par :

= 'angle & que faitO,O avec la verticale descendar@z ;

» 'angle ¢ que faitOM avec I'axe horizontaD, , M étant un point quelconque du cylind@e
On noted et ¢ les dérivées par rapport au tem%fs’ et%.
Soit g le champ de pesanteur terrestre, on premded, 8 ms2.

(O P
. L

Ecrire la relation liant?, ¢, R et r traduisant la condition de roulement sans glisseme

Calculer I'énergie cinétiqgu&, du cylindreC dans ®) en fonction dem, R, r et é.
Calculer I'énergie potentielle de pesantéiy du cylindreC dansQ).

R

Justifier le fait que I'énergie mécanique @edans ) est constante. Ecrire la relation correspondante

notant g, et g, les valeurs initiales dé et 4.

5. En dérivant par rapport au temps la relation ol#eaua question 4, donner I'équation différentialie
second ordre régissant le mouvemenie

6. On se place dans I'hypothése des oscillations idefamplitude. Montrer que le mouvement Qe est
sinusoidal. Donner I'expression de la péridgede ce mouvement en fonction &, r et g.

7. Application numérigue R=0,5m etr =0,2 m. CalculerT,.

Solution

On étudie le mouvement du cylind@ sur le support S dans le référentiel terre®toaliléen.

Il subit son poidsl_:; = mﬁ uniforme et vertical (qui s'applique en O) etéaction R du support (qui s'applique
en |, point de contact entre C ).

1. La condition de roulement sans glissement $'éarannulant la vitesse de glissemen (C/C, ) = 0.

La vitesse de glissement du cylindre C sur le sttpg s’écrit : \Tg = Vi - Ve, -

Vice, =0 car le support est fixe dans le référentelet

Vioc S'obtient par le champ des vitesses du cylindre C.

Vie = Vo + 2 0O0I, et on choisit la base polail(a_;,u_g») lg
pour repérer O.
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_i((R— r)q):( R-1dy, @=¢u, etOi=ru, ,onen déduitTg=((R— r)6+ f¢)UTm

La condition de roulement sans glissemezwt:E) s'écrit alors (R— r)9+ r¢ =0}, ou bieng = ‘(—R_ rjg_
r

2. L'énergie cinétique E, du cylindre C dans® s’exprime en utilisant le théoréme de Koenig:

1 — — « 1 1 . 1 201
E. :Em\é+ E ., avecv, =(R-1)8u, et E; :EJQZ =3 mr¢?, soit E, :Em(( R- r)H) - mrg2.

262

Avec ¢ = —[Ejé, on obtientE, =%m( R-1)
r

3. L'énergie potentielle de pesantely du cylindreC dans@®) s'écrit E, = —m@[ﬂﬂ% cte.

Or g=gu, et0,0=(R-r)u , d'od|E, =—mg( R- )cosd| (on choisit la constante nulle).

4. Le cylindre subit son poids (conservatif) etréaction du support (qui ne travaille pas en l'albsede
glissement), c’est donc un systéme consereatbn énergie mécanique se conseyieg = E.+ E = cte.

On peut alors écrieg,,,(t) = E,(0), soit%m(R— 1)?6% - md R 9‘3039:% nf R PG~ mf R )rcod,,

soit, en simplifiant pam( R- 1) : %(R— r)é* - gcosé?=i:( R- 1) & — gcod|.

5. En dérivant par rapport au temps on obtle%(:R— r) (266 + gfsind = 0, soit|6 + 9 sind= 0|

3(R-T)
6. Dans le cas d'oscillations de faible amplitigied =~ @ (vrai pour8<11°) et 8+ 3(29 )0 =0.
-
La solution de cette équation différentielle estadorme 4(t) = Acos(a)ot)+ Bsin(a)ot) avecwy, = 3(29 B
-r

3(R-T
Ces oscillations sont donc sinusoidalespériodel;, = 277, ( ) .

29
7. Application numérique.
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Probleme 3 : Chute d’'une tartine beurrée 1 (Mines-Bnts 1999) \

Préoccupé dés le petit-déjeuner par un problénigtadsa sa sagacité, un physicien pose distraitegzetartine
beurrée en déséquilibre au bord de la table, ofuwér® vers le haut (figure 1). La tartine tombeatégrrit sur le
c6té beurré, ce qui ne manque pas d'attirer I'titiandu physicien. Répétant I'expérience avec nufthet

circonspection, notre héros observe la répétitaitgphénomene et le modélise. Nous allons lui etebls pas.

2a

—>

(9]
v
x

Figure 1 : tartine sur table

Une tartine rectangulaire de longue2a, de largeur2b et d’épaisseue, de massam uniformément répartie,
est placé au bord d'une table de hautburLe mouvement est décrit dans le repRéD, X y,z), direct et
supposé galiléen : O est sur le bord de la talabee IOx est horizontal dirigé vers I'extérieur de la taplaxe

Oy est porté par le rebord de la table et 'a@e, vertical, est dirigé vers le bas ; les petitesade la tartine

sont paralleles Dy .

Figure 2 : chute d'une tartine

A l'instant initial, la tartine, supposée d'épaissaulle, est horizontale, sa vitesse est nulls. d@rdonnées de

son centre de masse G scﬁdt,0,0). La tartine amorce une rotatisans glissemersutour de I'aréteOy du bord

de la table. A l'instantt, la tartine est repérée par I'angtt de la figure 2. La vitesse angulaire est notée

a)=%. Le moment d’inertie de la tartine par rapport'axd Gy, parallele aOy et passant par G, est

2
Joy =éma2 et par rapport a l'ax®y il est Jo, = Jg, +md* =[a?+52)m.
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1. En introduisant les réactions tangentielle etmade de la table en O, notées respectiveniemt N dans la

base(ur ,ug) représentée sur la figure 2, exprimer le théorédmmouvement du centre de masse, dans le repére

— —

galiléen R(O, XV, z), en projection dans la base mob@le,ug) ; on noterag l'intensité de I'accélération de la

pesanteur.

2. Exprimer le théoréme du moment cinétique poutatéine, en projection sur I'ax®y . Le coefficient de
surplombétant défini pary =— (la distanced est appeléédistance de surplomben déduire la relation (qui
a

g_67

définit, au passage, la vitesse angulaigg : w® == 5 sin@d = wg sing (A).
al+yy

3. Retrouver la relation (A) par des considératiénsrgétiques.
4. La tartine quitte la table & un instant pris cmenorigine des temps, I'anglé vaut anrsE, la vitesse

angulaire initiale est ainsiy,. Quelle est la loi d’évolution ultérieure de I'dagd ? (on suppose, bien entendu,
gue le mouvement reste plan et qu'il N’y a pasatgact ultérieur avec la table).

5. On considéere que, lorsque la tartine atteirstole a I'instant7 , elle ne subit pas de rebond et que toute son
énergie cinétique devient négligeable. Quel esigla limite 8, tel que la tartine atterrisse c6té pain, en
admettant qu’elle fasse moins d’un tour avant deher le sol ?

6. On suppose; <<1 (5<< a) ; montrer que la durée de chute libre (cette @éeencommencant lorsque le
centre de masse G de la tartine est presque estQ)=e /Z—h . Calculerr pour h=75cm et g=98m.s.
g

Quelle est la chance de rattraper la tartine agaiele n'atteigne le sol ?

7. Quelle est la valeuy,,,, den permettant a la tartine d’atterrir coté pain ?

Dans les circonstances courantes, le coefficierdwiplombs ne dépasse guere 0,02. Qu’en déduit-on sur la
chute de la tartine ?

8. Comment les considérations précédentes serdiest-modifiées sur la planéte Mars, ou le champ de
pesanteur vaug s = 37 m.s 2 ?

9. Il est raisonnable de penser que la hauteur éiemtuel organisme humanoide marchant sur deusgamst
conditionnée par la valeur du champ de pesantela pianéte ou il vit (par exemple, la hauteur meade serait
celle au-dela de laquelle une chute sur la téitsegrtainement mortelle). Sous I'hypothése quehaenanoide
aurait la méme constitution que les Terriens (méasestance de la boite cranienne, par exemple), sguait
l'ordre de grandeur de sa taille ? Un martien vendit-il lui aussi, sous les mémes hypothéses, sgutartine

beurrée tombe presque toujours sur le coté taptiné
R . N o N m . R . :
10. L’hypothése de rotation compléte sans glisséfuegu’a 8 =E peut certainement étre mise en question.

Comment le glissement affecte-t-il le temps de eluLa possibilité de voir atterrir la tartine dankcoté (c’est-

a-dire, conventionnellement, le c6té non beurréh $'ouve-t-elle augmentée ou diminuée ?
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Solution

1. On étudie le mouvement d’'une tartine beurrées danréférentiel terrestre galiléen. Elle subit smids
P= mﬁ uniforme et vertical (qui s’applique en G) etémctionR=T +N de l'aréte de la table (qui s’applique
en O, point de contact entre la tartine et I'aréte)

Le théoréme du centre de masse appliqué a lagaténs le référentiel terrestre galiléen s'énﬁz =P+R.

Dans la base polalrg‘nr ,ug) :

ag = 9706 _d? (o)

ag 92 e ou, |= 5(—9211, +éug). P=mgu, = mg(sinHur +cos€ug) et R=Tu, + Nuy .

En projetant sul(m,@) on obtien . .
md@ = mgcosd— N

{—m&éz = mgsin@- T

—

o - . dog  —[=) —
2. Le théoréme du moment cinétique par rapportoéut fixe O s'écrit Zto =M O(P)+ M O(R).

—

La tartine effectue un mouvement de rotation autieuraréteOy fixe doncaﬁo = Joy_c:) avecw= (— 6?).1y .

m(ﬁ): oGO ma = 5u7 Dmg(sin HI + 0056’@): —d'mgcosHu_; et m(ﬁ): 0 carR s’applique en O.

Onen déduit—\]oy@uﬁy = —&ngcosﬁu_; , soit 8 _ angcoss.
J
oy
o
a®+30” L 5_ 3% g "a
Or Joy =| ———— |m, d'oll § =———;-cosfd = =——=--cosf .
3 a?+39°? a 2
1_,_37
a
En posanty =é on obtient é:g 37 cosé .
a a1+3;2
On multiplie par & : éé:giz fcosd et on intégre avec #(0)=0 et H(0)=0, soit
al1+3y
N2
9—:g 7 sing .
2 a1+3p?
En notantw= @ , on obtientw? =3 7 5-sind|, ou bienw?® = & sinf avec wj -9 %
al+3y a1+3y2

3. Etudions la question précédente a l'aide de idérations énergétiques : en effet puisqu’il n'ypas de

glissement, R ne travaille pas et le poids est conservatif, dbécergie mécaniqueE,, de la tartine se

conserve. Elle s’écri€,, =E; + E,, avec I'énergie cinétiqué, =§Joy6?2 (la tartine est en rotation autour
d’'un axe fixe), etE, comprend seulement le terme d’énergie potentﬂidl«pesanteurﬁ ne travaille pas), soit

E, =-mgz =-mgJsind, soit E, =%Joy92 -mgdsing.
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Puisque E,, se conserveE, =E,(0)=0 car 6(0)=0 et §(0)=0, soit %Joyéz—mgdsiné?:O et

2mgosing
Joy

67 =

2 a52 .
. Avec Jg, = 3’ +30" m, on obtient&? -9 & sin@| (méme relation qu’en 2).
3 a1+3;2

4. Prenons une nouvelle origine des temps : lentaquitte la table eri =0, et les conditions initiales de la

chute sont alorg(0) =7—27 et 8(0) = w(0) = Wo+/SINE(0) = .
La tartine n’est alors soumise qu’a son poﬁjs mﬁ = mgu_; (qui s’applique en G).

P . , dog —f= —=_ - =
Le théoréme du moment cinétique dans le référelndigicentrique s’ecrltd—tG =Mg (P): GGOmg =0.

On en déduitazaé. Or E:;:Jeya:—;maw dol w=6@=cte=w, et 8=w,t+6(0), et

finalement 6(t) = wyt +7—27 .

. . A . 3
5. Pour que la tartine atterrisse c6té pain il fﬁm%, soit|&; :7 .

6. Lorsque le centre de masse G de la tartineneStla chute libre de hautetir commence.
Le théoréme de la résultante dynamique appliqaétariine s’écritma, = P, soitag = g= gu, .

2
On déduit en intégrant par rapport au temps sasate; = gtu, et sa positiorzg (1) -ov

. . 2h
Le temps de chute de la tartine est tel que(r) = h, soit|7 = |~ |,|7=0,39¢

g

Il faut étre trés rapide pour rattraper la taréwant qu’elle n’atteigne le sol.

7. La valeurn,, den correspond a la valewd;, de @, et il faut 8(r) = 6,, soit w,T +7—27=37ﬂ, d'ot wyr =71.

Avec w, = etr= , on obtient 9 _Omin
a 1+3.,7 \/ g al+32, \/
Or fp <<1 doncl+372 =1 et /g B min /— =7 donn€/Jin =?s Neain = 0,05,

En pratiquen < 002, on en déduit que la tartine atterrit du coté béur

8. L'expression dey,,, estindépendante dg donc sur Mars la tartine atterrit aussi du cotdrige

. / 2h .
Sur Mars le temps de chute s'écrif, s =,[—— , SOit Ty, =0,63s, on a plus de chance de rattraper la
Mars

tartine avant qu’elle n’atteigne le sol.
9. Sur Mars I'énergie se conserve de la méme mamjgée sur Terre, de sorte que lors d’une chutdastéte
I'énergie potentielle est convertie en énergie tiiu. L'énergie potentielle d'un point de la tét de la forme

E, =mgz, la massem & la méme valeur sur Terre et sur Mars, d@8ere = (92)yars -
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On en déduit, en appelaht la hauteur d’un terrien di,, la hauteur d’'un martien, quig g = h,,Opars -

Avec h, =18m, on obtient la hauteur d'un martie.
9

De méme, la hauteurd de la table d’'un martien serait de I'ordre He= h(3—— = 2m, de sorte que le temps
gMars

. f 2H . . .
de chute serair' = =1s: la martien a une chance de rattraper la tagimt qu’elle n'atteigne le sol.
Mars

L’expression dey,,, étant indépendante dg, sur Mars la tartine atterrit aussi du coté beurré

10. Le glissement de la tartine au début s’effestureun temps trés court donc ne modifie pas I@sete chute
de la tartine. En revanche, s'il y a frottementicéminue 'énergie totale de la tartine, ce qumithue « , donc

Nmin @UgMente : la tartine aura encore plus de chamcetdmber du coté beurré.

10
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Probléme 4 : Oscillations d’'une barre sur des rail§ATS 2006) \

A- Une barre de masse peut glisser sans frottement sur deux rails paes] Les deux rails et la barre forment
un plan horizontal. Les seuls mouvements possd#da barre sont des translations rectilignes [gdeatent a la
direction des rails noté®x (I'axe Oz est vertical vers le haut). La barre est liée aassort de raideuk .
L'origine des abscisses est choisie lorsque leoresst au repos.

/ k : . A N .
On posew, =,|— . A l'instant initial on lache la barre sans vitegsitiale a 'abscisse(0) =a aveca>0.
m

i — g

> X

Déterminer I'équation différentielle du mouvemeat papplication de théoréme de la résultante dyigam
Déterminer I'expression de I'abscissede la barre en fonction du temps

Déterminer I'expression de I'énergie mécaniqueadedrre en fonction du temps.

Montrer, qu’en moyenne sur une période, I'énergiét@mue est égale a I'énergie potentielle élastiqu

PODdPE

B- On reprend le probléme précédent mais, cette fm suppose que la barre subit une force desfnemt
visqueuxl_f =—gv ol v est le vecteur vitesse de la barrereun coefficient positif.

fk a
On posew, =,/— etA=—.
P “ m 2m

Etablir 'équation différentielle du mouvement.
On supposel << @, . Déterminer I'expression de I'abscissede la barre en fonction du temps
Représenter l'allure du graphe deen fonction det .
Montrer que I'énergie mécanique de la barre peutnsétre, avec la conditiom << «j, sous la forme
t
. 1 — .
approchée E, :Ekaze 7. On donnera I'expression de.

© N oo

11



Lycée Bertran de Born PC Problemes de concours atgés
Christophe Darnat — 2013 Mécanigue du solide

Solution

1. On étudie le systéeme {barre} dans le référemtielaboratoire supposé galiléen.

Elle subit: - son poidsf:5 = m§ = —mg@ vertical ;
-les réactionsﬁi et E; des rails (a chaque extrémités de la barre) adesc
- la force de rappeﬁ du ressort, puisque l'origine des abscisses @ssiehlorsque le ressort est
au repos, son allongement eset E; = —kxu_); .

On repére le centre de gravité G de la barre vieabscissex : 0G= xuj , d’ou E = xuj et g = xu_; .

Le théoréme de la résultante dynamique appliqaébaire s'écrit :ma?G =P+ R +R, +F, .

En projetant sur 'axéx on obtient :mX = —kx, soit, aveca, :\/E : X+w§x:0 .
m

2. La solution générale de cette équation difféetlatse met sous la formex(t) = Acoia)ot)+ Bsin(a)ot).
On en déduit(t) = —Aay sin(wot)+ Baw, cos(a)ot).

Les conditions initialesx(0) =a et x(0) =0 donnentA=a et B=0, d’ou .

: oo S 2
Le mouvement de la barre est oscillatoire sinudaidgériodeT, = —.
Wo
3. L'énergie mécanique de la barkg, est la somme de son énergie cinétidtie et de la somme des énergie

potentiellesE, dont dérive les forces conservatives, doif =E; +E.
L’énergie cinétiqueE. de la barre s'écrit, d'aprés le théoréme de Koenkg, :Emvé +E.. L'énergie
cinétique barycentriqgu&, est nulle car la barre glisse sur les rails, mleoule pas, d'olE, :E mx2.

Le mouvement de la barre étant horizorRalne travaille pas, et comme il n'y a pas de froﬁanﬁi et E; ne

travaillent pas non plus, on peut donc associesarois forces une énergie potentielle constaqpe (on choisi
nulle).

La force de rappel du ressort travaille et on &siarie I'énergie potentielle elasthuzekxz.

. 1 . 1
Finalement [E,, == mx? + = kx?|.
2 2

Remarque : ave&(t) = acos(a)ot) et X(t) = —aw, sin(a)ot), on obtient en utilisanty, :\/K " En :%kaz.
m
On retrouve le fait que le systéme soit conservedifqui est normal car on ne considéere pas & ents.
T,
4. La valeur moyenne de I'énergie cinétique surpigrgode s’écrit < E, >:TiJ- ° E.(t)dt.
0 0
T
Avec X = -aa, sin(wpt) , on déduitE, :%ma)oza2 sin?(awyt), soit < E, >:%ma)§a2 [—I_I_lj *sin?(wpt)dt .
0 0
1% ., 1 N 1 5.
Or—j sin t)Jdt==, d'ou <E. >=—mwja“.
T ]y s’ lat)dt=3 ¢ >= 5 e

A 1 To 1 2 1 To 1 2
De méme<E, >=—| E_()dt==ka’3F=| cos’(wyt)dt==ka?.
T, J-o p(V 2 To J-o (@t) 4

Puisquew, = \/E alorsk =maf et finalement< E, >=< Ep >l
m
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5. Au bilan des forces précédent il faut rajouterférce de frottement visqueu}_é :—a\*/:—aXu_X’ et la
projection du théoréme de la résultante dynamigpiiqué a la barre sur I'ax®x s’écrit : mk = -kx—ax.

Avec w, :\/K et A=-2 on obtient {X+ 21X+ fx=0)|
m 2m

6. On cherche une solution exponentielle de la éopax Ae™, en injectant dans I'équation différentielle on
obtient 'équation caractéristique? +2Ar + a2 =0 de discriminant4 = 4(/]2 —wg)

Avec A << a, ce discriminant s’écritd = —~4a = (Zja)o)2 avecj?=-1.

Les solutions de I'’équation caractéristique sootsat; =—A - ja, etr, = -A+ ja, .

On en déduitx(t) = Ae™ +Be” =e™ (Ae"j“bt + Bej“’f’t), ou bienx(t) = e (Acodapt) + B'sin(ayt)) .

On en déduitx(t) = —Ae ™ (Acodwyt) + B'sinapt)) + €™ (- A'a, sin(apt) + B ag, coaut)) -

Les conditions initialex(0) =a et X(0) =0 donnentA'=a et B'=ﬁ .
Wy

Finalementx(t) = ae ™ (cos(a)ot)+isin(w0t)} Avec la condition/ << a,, on obtientx(t) = ae™" coiwot).
0

7. L'allure du graphe d& en fonction det est la suivante : x

On parle de régime transitoire pseudo-périodique. 1

8. De x on déduitx = a(—/le"‘t codapt)-e M w, sin(wot)) = —awpe ™ (a)i codapt) + sin(wot)) :
0

Avec la conditionA << ay,, on obtient :X(t) = ~wyae ™ sin(wot).
La force supplémentaire de frottement est non aoafige et ne dérive donc pas d'une énergie pathati

I'énergie mécanique de la barre garde la forrEgn::% %2 +% kx?.

On en déduitE,, :% mx? +%kx2 :%ma)o2 a’e M sinz(a)ot)+% ka2e 2" cos? (apt) .

Or k=maf, doncE,, = % kaZe M (sinz(wot)+ cos’ (wot)), Soit|Ep = % ka’e 2|

t

. . 1 - 1
On obtient une expression de la fori&eg, :Ekaze 7 aveqr 25 .
A cause des frottements visqueux, I'énergie méceenide la barre diminue exponentiellement au cours d

temps.
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Probléme 5 : Quelques oscillations (Mines-Ponts 28))|

Lorsqu’une bille sphérique roule sur une piste alent circulaire suspendue en un point, le couptagee la
bille et la piste engendre un mouvement spectaeilabjet de ce probléme.

Une sphere homogene, de centre C, de rayehde massen, est
mobile dans un plan vertical en restant en cormteet un rail PP’,
de masseM , que I'on modélise par une portion de cercle de
centre Cet de rayonR, dont I'axe de symétrie est vertical.

Le moment d’inertie de la sphére par rapport axengassant par

2 T ! L
C est J =Emr2. Le référentiel fixe orthonormé dlrectla
g
Ry :(OUXUyUZ) ou u, est vertical dirigé vers le bas est
supposé galiléen (voir figure 1). On pourra égalgmailiser les
vecteurs mobiles polaires unitaires et u, représentés sur la

figure 1.
Le mouvement de la sphere est repéré par deux paesm:

langle @ que fait OC avecu, et l'angle de rotatiord autour de

Figure 1 : sphére mobile sur un rail fixe

I'axe horizontal qui porteu, .
A chaque instant, on appelle | le point de contact de la sphere &veail. On note A le point du rail situé sur
son axe de symétrie. L'accélération de la pesamtsiy = gu, .

| — Rail fixe

La sphére roule sans glisser sur le ralil fixeidiement, elle est au repos@—c fait un angleay, avec@ . Le

systeme comprend deux degrés de liberté cinématiquet 4.

1. Ecrire la condition de roulement sans glissemeradphere sur le rail sous la forme d’une relalinéaire
liant r, R, & et ¢ . Contréler la pertinence de la relation obtenuenel part en comparant les signes
respectifs ded et ded , et d’autre part en analysant la situation lorsgueR .

2. Déterminer I'expression de I'énergie mécaniquel¢éotd du systeme. En déduire I'équation différentielle
vérifiée par la fonctioma(t) .

3. Déterminer la péeriodd,, des petites oscillations.

On considere deux rails circulaires de méme ralgarSur chaque rail, on place a l'instant initial wsphére de

rayon r , de masseam en des points repérés par le méme amgle(situation déja représentée sur la figure 1).

Les spheres sont lachées au méme instant, avadtesse initiale nulle. Les deux rails sont de matlifférente,

de sorte que la premiére sphére roule sans ghsspre la seconde glisse sans rouler.

4. En utilisant des arguments énergétiques qualitat&serminer quelle est la sphére qui arrive lanpéee au
point le plus bas A. Le résultat est-il modifides masses des spheres sont différentes ?

5. Etablir une expression intégrale du tempsmis par la sphére la plus rapide pour atteindredmt A.
Comment peut-on, sans calcul supplémentaire, abtertemps7' mis par la sphére la plus lente pour

. . , . r'
atteindre ce point ? Déterminer le rappert
T
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Il — Rail suspendu

Les points Ret P’ sont attachés enpar des fils inextensibles
de masse négligeable, ce qui permet au rail dles@utour
de I'axe horizontal passant par O. La position diiem A du
rail est repérée par l'angl@ représenté sur la figure 2. Le —

centre de masse @u rail se trouve a chaque instant sur la

droite OA & une distancé de O. On noted'= MR? le
moment d’inertie du rail par rapport a son axeatation. On l"
appelle respectivemeritl et T les composantes de la force

de réaction du rail sur la sphére au poisglbnu, etu, .La

sphere roule sans glisser sur le rail, qui est teaant en
forme de quart de cercle, les grandeurset 8 sont les

mémes que celles utilisées dans la partie |. Figure 2 : sphere mobile sur un rail suspendu.
Les anglesa et S sont mesurés par rappo!
II.A. — Description du mouvement la verticale et I'on not@‘ =/

6. Ecrire la condition de roulement sans glissemdigrmede 8, d et 3.

7. Exprimer dansR, le moment cinétiqueﬂ de la sphére en C et en déduire I'expression du enbm
cinétique g, de la sphére en O.

8. Exprimer dansR; le moment cinétiqu% du rail en O.

9. Exprimer dansRy, I'énergie cinétiqueE de la sphere, I'énergie cinétiglg, du rail et enfin I'énergie

cinétiqgue E.; de I'ensemble rail-sphére.

10.Appliquer le théoreme du moment cinétique en OeasEmble rail-sphére et en déduire une équation
différentielle liant les fonctionsgr(t) et A(t).

11.Appliquer le théoreme du moment cinétique en C &phére seule et en déduire l'expressionTden
fonction ded , puis, en utilisant le résultat de la questiorréfonction ded et 5.
12.Appliquer le théoreme du moment cinétique en Oadliseul et en déduire la relation différentielle :
AB-Bd =-Mglsing (1)
On exprimera la constant& en fonction deM , m et R et la constantd3 en fonction dem, r et R.
13.Déduire des résultats précédents la relation :

A'd-B'B=-mg R )sina (2)
On exprimera la constantd' en fonction dem, r et R. Vérifier que I'équation (2) est en accord avec le
résultat de la question 2.
14.Retrouvez les équations (1) et (2) a partir deidémations énergétiques. Démontrer qa' > B2,
15.Que traduit I'absence de termes&net B dans les équations (1) et (2) ?

II.LA. — Modes d’oscillation

On considére dans cette sous-partie que les amgles 8 sont I'un et l'autre voisins de zéro, ce qui perdeet

linéariser les équations (1) et (2). On pd3e- Mg/ et D'=mg(R- 1. On cherche les solutions du systeme
linéarisé sous la forme

a(t) = Re(aoej“‘) et A(t) = Re(ﬁoej“‘) 3)
ou a, et f, sontdeux hombres complexe, = -1.

On appelle pulsation propre du systeme tout régitipav qui permet d'obtenir des solutiomsn nullesdu
systeme linéarisé sous la forme (3).
16.Déterminer les pulsations propres et w, du systémedy > w,) en fonction deA, A', B, D etD".

On considére dorénavant que les conditions ingiedle systéme sont :
at=0)=a,, B(t=0)=0etd(t=0)=4t=0)=0 (4)
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17 .Montrer que si a,#0, la solution B du systéme linéarisé est une fonction de la farme
B(t) =/7[cos@1t )— cosfust } On ne cherchera pas forcément a déterminer lat@oten en fonction des
parameétres du systeme.

On réalise le montage expérimental de la figureez des T
paramétres  physiques  suivants r =1,27010% m, 0275(’)
R=190102 m, M =90010° kg, m=67010° kg,

¢=17,7010% m et g=9,81m35%. On dispose dun /4
systeme de mesure qui permet d'enregistrer la valeu ,
langle S/ en fonction du temps. Pour des conditions

initiales du type (4), avear, suffisamment faible, on

obtient I'enregistrement représenté sur la figure 3
18.Déterminer a partir de la figure 3, une valeur
approximative des pulsations propres du systeme*?

=01

2

expérimental. Cette estimation est-elle compatible - L UL
avec les valeurs theoriques ? Figure 3 : enregistrement ¢& en radian
) en fonction det en secondes
Solution
| — Rail fixe

On etudie le mouvement de la sphere dans le réiére®, galiléen. Elle subit :
-son poidsf’ = m@z m@ ;
- la réactionR du rail.
1. La vitesse de glissement de la sphére surlle’éarit \Tg = Vigsphere™ V0 rail = 0 car il y a non glissement.

Or Vg =0 car le rail est fixe. La relation de Varignon denq gnee=Vc+ 2 0OCI avec @ =6u, le

vecteur rotation de la sphére@t=ru, . De plusv, =% =%((R— r)E) =(R-Hay, .

Finalement la condition de roulement sans glisse¢miera sphere sur le rail s’égiR— r)a = -ré|.

Puisque R-r>0 alors 8 et & sont de signe opposé, ce qui est cohérent puisiglaesphére roule vers la
gauche en descendant aléts 0 et ¢ <0.
Si r =R la sphére est de méme taille que le rail et @lpeut pas rouler sans glisserdet 0 .
2. L’énergie méecanique totale de la spheretgst E; + E;.

s S h s 1 1., 1 2.0 12 5.5
L’énergie cinétique s’écrit via le théoreme de KigenkE, —Em\é +E Jo =5 nf R ya +—2—5 mfd 2.

La condition de roulement sans glissemef@” = (R-r)?d 2 donne et finalemenk, :% m(R- D2a?2.

La réaction R ne travaille pas puisquil y a roulement sanssgiisent, on peut lui affecter une énergie
potentielle constante.

L'énergie potentielle de pesanteur s’écEi‘j;p =-mgx + Cte puisque@ est descendant.

. 7 .
FinalementE, = -mg( R- )cosa + cteet E =En‘( R- §%2d%- md R ycosa + ct.

= . = I T R . . d
R ne travaillant pas eP étant conservatif, I'énergie mécanique totaleadgphére est stat|onna|re%Et‘t— =0.

r dd—Et‘:1—70m( R- n?2dd + mg R- )asina et on déduit I'équation différentielle vérifiée rpe fonction

a(t) :
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a+ 59 sina = 0.
7(R-r)
3. Pour les oscillations de faible amplitude<<lrad et sinad =a on obtient I'équation différentielle d'un
59

oscillateur harmoniqued +afa =0 avec ap = dont la solution générale est de la forme

7(R-r)

. : L . /7 R-
a(t) = acosfuyt )+ b singwt ), ce mouvement est sinusoidal de per@g@=2—ﬂ, soit| Ty, = 277, % .
oh

4. Pour la sphéere qui roule sans glisserAEt=0=%)m(R— D?a?- md R )(cosa—j\, d’ou

.2 109
7(R-r)

(1-cosar).

Pour la sphére qui glisse sans rouler E, =0=%m(R— na’- mg R J(cosr-3, dou

a? :A(l— cosr).
(R-1)

Or 2 >1—70 donc la sphere qui glisse va le plus vite et arlivpremiére au point le plus bas A.

On peut expliquer cela de la maniére suivante r pesi deux sphéres la variation d’énergie potdetide

pesanteur est la méme.

Pour la sphére qui roule sans glisser la réacteotravaille pas, I'énergie potentielle de pesanestrconvertie
en énergie cinétique de translation et en éneigéique de rotation.

Pour la sphére qui glisse sans rouler la réact®iravaille pas non plus sinon sa composante taiejeria

ferait rouler, I'énergie potentielle de pesantestranvertie uniguement en énergie cinétique deskasion, c'est
donc elle qui va le plus vite et qui arrive la prera au point le plus bas A.

Dans les deux cag?(a) ne dépend pas de la masse donc le résultat resnpdifié si les masses des sphéres
sont différentes.

5. Pour la sphére qui glisse sans roule'rz.:i(l— cos) et g=99 __ i(1—cosa') (car
(R-1) dt  \(R-1n

a<0).

- 0 -
On en déduit dt=- &da et en intégrant r=—j &da ou bien
2g(1- com) a0\ 2g(1- coxr)

% [ (R-1) 1
r_jo 29 (i com] da = 1(a0) .

(1- cox) J2
De méme pour la sphére qui roule sans gliss’ér—-:J-a0 &da = lf(ao) .
o 1/10g(1- cosr) \ 10
On en deéduiti= = |~ |
T 5

Il — Rail suspendu

II.A. — Description du mouvement

6. La vitesse de glissement de la sphere surllg’éarit \Tg = Vigsphere™ V0 rail = 0 car il y a non glissement.
La relation de Varignon donng gynere=Vt+ 2 OCI avecve = (R-Nduy, , Qqpnere=6U, le vecteur rotation
de la sphére e€l =ru, , soit v, Dsphére=[(R— Na + ré?]@ :

Attention ici v,y %0 car le rail est mobile.
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La relation de Varignon donng . = \p + 2,5y 0Ol avecvg =0 (O est fixe), @, = Au, le vecteur rotation

du rail etOi = Ry, , V= RB 1, -

Finalement la condition de roulement sans glisse¢mema sphere sur le rail s’éqiR— r)a + ré= R[? .

7. Le moment cinétigue de la sphére en C est somenb cinétique barycentriqu?lc=J.QSphére, soit

Oy :émrzéu—Z :

0,0 S'écrit via le théoréme de Koenig, = OCOmv. + ;.. Or OC= (R-r)y, etV, =(R-1ndu, , dou:

O =[m( R- r)2d+§ mﬁé}g :

8. Le moment cinétique du rail en O est son momeinétique barycentriqued,q =J'Q,,, Soit
G0 = MR, |

9. L'énergie cinétique de la sphére s’écrit vighiéoréme de Koenift g =%mv§; +—; Jgszphére, Soit :

Es =%n‘( R- 02d2+% mré?.

L’énergie cinétique du rail est son énergie cingibarycentriques g :%J 'QF,, soit ;| Eg ZE MR 32|

. . C N 1 2. 1 o 1 .
Finalement I'énergie cinétique de I'ensemble rpiére estE =5 m(R- §%a4? - m|202+—2 MRS 2,

10. L’ensembile rail-sphére subit son pos ng+ MgT,{ , les tensions des deux fils (dont le moment en O

est nul) et les deux réactions en | qui s’annufiamtes intérieures).
Le moment en O du poids s’écrit (attention au pdiapplication de chaque poids) :

I\To(ﬁ) =0COmg+ OGO My
=(R- r)(cosau?+ simuT,) 0 mgT;(+!é( co@ y+ si;zﬁ’—g,) 0 Mgy
= -(mg(R- sina + Mg sinj) y

- o P .
Le théoréme du moment cinétique s'eeﬂdt{ﬁ+?zo =Mg (P) , on obtient alors :

m(R- r)2d+§ mrPé+ MRB=-m§ R Ysina- Mgsing

R

Or (R-nNa+ré=RA, doncé=5,5’—(
r r

jd , et on obtient :

m(R- r)(R—% rjd+( MR +?23 mr%ﬁ’z— mg R )sina - Mgsing

doic _

11. Appliquons le théoréme du cinétique en C dh&ee seule Mc(P)+Mc(R).

Ora—m=§mrzeﬁz, i< (P) = CCOmg=0 et Mo(R) =CI OR= rg O(Ny + Ty) = 7§, dod =§mré.

Or (R-na+rd=RA3, dou 9=7Rﬁ—(r5—1jéi et|T =§m[ RB-(R-Ya]|

12. Le rail subit son poid® = M g, la réaction de la sphéreR et les tensions des deux fils.
Appliquons le théoréme du moment cinétique en @aweul :
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dUzo _
dt

Mo (P)+Mo(-R)
=&DM§+6|D(TR)
= (cospu, + singu, OMgu, + Ry O(- Ny- T4)

=-Mg/sinfu, - RTy,
Avec 0,5 = MR?$u, on obtientMR?j = -Mg/sing - RT.

orT :Emr[BB—(B—ljd} donc MR?3 = - Mg/sin B3 - RZ mv[EB—(—R— ja’} ;
5 r r 5 r r

On obtient [M +§mj RZZ?—E MR R )& =- MgsinB| Par identification : A=(M +§mj R| et

Bz%mRR— Dl

13. On élimineMg/sin 8 dans le résultat de la question 10 :
7). 2 . . .
m(R- 1) R_E rlag+| MR +§ mrRS=- mf R )sina—- Mgsing

et celui de la question précéderEIM +§mj RZ,B——E MR R )4 =- Mdgsing,

on déduit:m(R- r)(R—g rjc‘i+(MR2+§ mr%[k— mg R )Bina+( Mé aw ﬁ?——é mMR-R )ir,

soit gm( R- r)zd——é mR R- ),5’:— m§ R )sina|. Par identification : A':%m(R— r)2 et

B':émRR— DI

Si le rail est fixe3 =0 et on retrouve le résultat de la question 2.

14. Appliquons le théoréme de I'énergie mécaniquiedif que la dérivée par rapport au temps de Fgiee
mécanique est égale a la puissance des forcesonsargatives.

Au rail : E‘R =P(-T). Or Er = Er + Epr =% MRS3% - Mg/ cosf+ cte et
P(—f)=—fﬂm=—w ORF y=- TR.
> . ) ~ 2
OrT:Em[RG—( R- |)a'] et P(—T):—g ml{ Be-( R ),Ba']
dEtR

= MR? 3+ Mg/3sin 3. On obtient bien, en simplifiant pa?, le résultat de la question 12.
R EtS B o .
De méme pour la sphére=—S = P(T) = mF{ Be-( R ),Ba].
or Es :—rr(R— r)2d2+%; mré?- md R Ycosa + ct et

d(lis =m(R- 1?2 cm'+5 mrPéé + mq R )asina .

Avec QZBB—(R—_r)d et é:BB—(R—_r)d et en simplifiant pard , on obtient bien le résultat de la
r r r r

guestion 13.

En reportant les expressions de, A' et B : AA-B? =(M+5 mj ﬁ[—l— R Y- [— mR R )a on

obtient :
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AA'—BZ=£MmFg( R )2+§( mR R )bzz—1 mR R)H7 ™2 )retdon.

5

15. Les équations (1) et (2) ne contiennent patedees end et 8 car on ne considére pas les frottements
fluide.

II.LA. — Modes d’'oscillation

16. Puisque les angles et S sont I'un et l'autre voisins de zéro on peut égina =a etsing=g4.
AB-Bd =-D,

En posantD = Mg/ et D'=mg(R- ) on obtient le systémes: s . s .
A'd-B'S=-D'a

En utlisant les grandeurs complexesy =@e‘“ et p =@ej“‘ on obtient le systéme:
(D~ Ac?)By + Bafag =0
Bo? B, +(D'- AawP)ay =0

On ch;che des soluti_ons non nulles pauyril faut que le déterminant du systeme soit nuik, s

(D - Aw?)(D'- A'w?) - B%w? =0, ou bien :(AA- B?)w* - (A D+ AD)w?+ DD =0.

Le discriminant de cette équation dli @egré enw” est4=(A'D+ D' A? -4(AA- B) DD'.

En développant et en refactorisant on peut écfire(A'D— D' A)? + 4B?DD’, d’'otl 4> 0.

'D+ DA+ 'D+ DA'-
On en déduit les deux solutions positivesy = M et|w = M telles que
2(AA- B?) 2(AA- B?)

W >a,.
17. Les solutionsa et B sont des combinaisons linéaires des modes propteon a donc:

a =acos(t )+ b cosft et B =a'cosgyt )+ b '‘cosfut .
PuisqueB(t =0)=0 alorsa'=-b'=7 et|S(t) =/7[cos@1t )— cosfust }

18. On peut aussi écrir@(t) =2/75in([a1+7w2jtj sir{(%)tj et on observe bien sur le graphe de la

figure 3 un sinus modulant un autre sinus.

La plus petite périodd, correspond a la plus grande pulsatidl = 277 et on en compte 11 en 10 s,

W+

d'ou T, =0,91s et &4_;&)2 =6,9 rad15*.

La plus grande périodg, correspond a la plus petite pulsatioly = 277 et on en compte 1 en 7,6 s,

W -,
dod Ty =765 et %2 = 0,8 rad s,

On obtien{af™ = 7,7 rad 5" | et| 5™ = 6,1 rad 15"

Avec les valeurs numériques données on obtight= 7,2 radJs* et o' =5,5 rads*.

Les estimations expérimentales sont compatibles &8s valeurs théoriques, I'écart doit sans douteqmir,
d’'une part de la linéarisation (il faut qu#<11° pour quesind=8) et des frottements visqueux qui ont été

négligés.

20



Lycée Bertran de Born PC Problemes de concours atgés
Christophe Darnat — 2013 Mécanigue du solide

Probléme 6 : Etude d'un accélérographe mécanique P 2008) |

Le but du probleme est d’étudier un accélérograypmstruit a I'aide d’un oscillateur mécanique.
Les trois parties sont largement indépendantes.

Dans tout le probléme on prendra pour l'intensit&tdamp de pesanteur terrestye 9,8 ms?.
I. Etude sommaire

Dans un référentiel R galiléen muni du repére swm(o,@,ﬁy,@), on considere un corps solide (S) de

massem=0,1kg et de centre d’'inertie G pouvant se déplacer fattement solide le long de I'axe horizontal
Ox (figure 1) ; G est relié au point E par un resstwtraideurk ; (S) est en outre soumis a une force de
frottement visqueux de la forme,B\E ou \E est la vitesse de G par rapport a E.

G
(e E
Figure 1

On repére la position de G par I'écart a la posititquilibre ¢, par la relationx=EG—/,, .

1. Détermination des caractéristiques de I'oscilla&ur

Dans un premier temps, E est fixe en O.
On écarte G de sa position d’'équilibre vers latdroil’une distancex, =10 cm et on le lache sans vitesse

initiale.

B

. : . : kK
1. Déterminer I'équation du mouvement ; on posefa= — et 24 ==
m m

2. Déterminerx(t) dans le cas d’'un régime peudo-périodique.
3. La durée séparant 10 passages de G par la podiéiquilibre, de droite & gauche, edt=12s. Par ailleurs,

lamplitude de la dixiéme oscillation egt = 7,5 cm.
En déduire les valeurs de la pseudo-pulsation3det dek .

2. Mesure d’'une accélération

Dans cette question le point E est solidaire d'ofide en vibration dans R. Sa position est donnége p
OE =acosft )i, .

1. Déterminer I'équation différentielle vérifiée pa(t) .

2. Déterminerx(t) en régime forcé (ou permanent).

3. Le tracé de l'amplitudeX, des oscillations en fonction de la pulsation duta suivante en coordonnées

s X . w
réduitesy = —2 en fonction deu =— :
a 2]
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Que représente le maximum de cette courbe ? Citttatisn se présente-t-elle pour toute valeur du
coefficient d'amortissement?

Déduire graphiquement I'amplitude dans le cas o, pour= 7 rads?, on mesureX, =0,2 cm.

4. Exprimer puis calculer la puissance moyenne dissgat les frottements.
[I. Amélioration du dispositif

Afin de se prémunir des inévitables frottementglissement, le solide précédent est remplacé parame de
rayon a =20 cm qui peut rouler sur le plan horizontal (cf. figie Le coefficient de frottement entre le plan et

la roue estf =0,2 supposé identique en régime statique et dynamiQonenéglige le frottement visqueux. Le

ressort de raideuk = 22,2 N[hi* et de longueur & vidé, est relié au centre G de la roue, l'autre exteéiBit
étant fixe de sorte que EG est horizontal. La mstdibre de tourner autour de son &g. Le moment d'inertie

de la roue par rapport & son axe éstzmaz. On note x l'abscisse de G, l'origine étant prise a la pasiti

d'équilibre: x = EG—/, ; la rotation de la roue dans R est repérée pangled.

On poseraw, = \/K
m

Figure 2

Initialement x(0) = x, . L'ensemble est laché sans vitesse initiale.

1. On suppose que le mouvement a lieu sans glissetme

1. Etablir une relation entre les dérivéesxiet ded.
2. Déterminer lI'expression de I'énergie cinétiquead@ue dans R en fonction éidef .

3. Etablir I'équation du mouvement vérifiée pet) et la résoudre. On notera la pulsation des oscillations.
4. Montrer que le mouvement s'effectue sans glissesieqt< x, ¥ €étant a déterminer en fonction de, g
et ap . Calculer la valeur de .

2. On se place dans le cas ox) > x, et on étudie la premiére phase de glissement

1. Rappeler les lois de Coulomb pour le frottementsgldans le cas du glissement.
2. Déterminer I'‘équation du mouvement vérifiée pér) et la résoudre. On exprimendt) en fonction dex, ,

X et .
. . . .d@
3. Déterminer la vitesse angulawgt— .

Déterminer la vitesse de glissemegt en fonction dex;, X, et ay .

Pour des temps proches de zéro, donner une expresss simple dev, . Commenter le signe de, .

o o A

Donner I'équation que vérifie l'instafjt pour lequel le glissement se termine.
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I1l. Accélération radiale d’'un satellite

Un satellite, de massey, de centre d'inertie S, est en orbite circulairmar de la terre de centre O, sa période
estT, =12 h. Dans ce satellite un point matériel M de masse100 g peut se déplacer sans frottements sur un
axe Sx, fixe dans le satellite (cf. figure 3). En outreddt soumis a une force élastique qui dérive duneggie

potentielle E, (X) :% muf ¥ avecy = 0,03 radJs! et SM = xu, .
Rayon de la terrdR = 6400 km.

(@]
Figure 3

On poser, = OS et on désigne paRr, le référentiel lié au satellite muni du repéraen(S,@ u, Uz) .
Le reférentielR, geocentrique est supposé galiléen.
1.

1. Déterminer la vitess®, du satellite en fonction dgy, g et R.
2. En déduire I'expression dg&, en fonction der,, g et R. Calculer numériquemert,, v, et la vitesse
angulairea, du satellite dang .

2. On étudie le mouvement de M dans le référentieéR

1. Déterminer I'équation différentielle du mouvement.
2. Donner une équation du mouvement approchée end&ast quex << r, en ne faisant intervenir quey ,

a), X et ses dérivées temporelles.

3. Montrer que M oscille et que sa période d'oscdlatn'est quasiment pas affectée par la révolution d
satellite.
4. Pourquoi ce dispositif est-il pertinent pour mesusél y a lieu, I'accélération radiale du satefti

Solution
|. Etude sommaire

1. Détermination des caractéristiques de I'oscillaur

1. On étudie le systeme {S} dans le référenRekupposé galiléen.
Il subit : - son poids pP= ma = —mg@ vertical ;
- la réactionR de I'axe perpendiculaire & I'axe puisqu'il n’y aspde frottement solide ;

—_—

- la force de rappeF; du ressort dont I'allongement estet E; =-kau, ;

- la force de frottement visqueuk, = -V .

On repére le centre de gravité G du systéme viaaksnissex : OG = (OE+x+/()u, , d'ou Ve = xu, et

E

Le théoréme de la résultante dynamique appliqugysiéme s'écrit ma; = P+ Rt | + F .

En projetant sur I'axéOx on obtient :mx= -/ x— kx.
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En posantaf =K et24 =£, il vient ;| X+ 2Ax+ g x = 0|,
m m

2. On cherche une solution exponentielle de la éomft) = A", en injectant dans I'équation différentielle on
obtient I'équation caractéristique? +24r +«? =0 de discriminantd = 4()!2 —wg)

Dans le cas d'un régime peudo-périodigfie O et on noted = -4a/ avecw=+af —A? .

Les solutions de I'équation caractéristique somitsal, =-A—jw etr, = -A+jw.

On en déduitx(t) = A + B& = é”t( AS + Bé’) , ou bienx(t) = & ( Acos(wl) + B'sir(a)t)).
On en déduit(t) = -Ae™ ( Acos wt) + B'sir(a)l))+ et (— Aw sifw }+ Bl cow ))

Les conditions initiales(0) = %, et x(0) =0 donnentA'= x, et B’ =/]—X°.

Finalementx(t) = & (cos(wt) +£) sir(wt)j .

3. Dix passages de G par la position d’équilibre,ddoite a gauche, correspondent a 9 pseudo-périsdé

T =% =1,33s. Puisquea)=2?ﬂ on déduitw= 4,71 radJs|

De plusx, = X(9T) = % €T, soit A =%In (ﬁ) d'otl A =0,024 s2.
X

Or f=2Am d'o|B=4,79010° kgJ5Y| De plusk = muf = m/a?+ A2, soit|k = 2,22 NOni'|

2. Mesure d’'une accélération

1. Dans cette question le point E est mobile ®G=(OE+x+(y)u, =(acospt } x+/,)y,, dou
Vo = (—awsin(t)+ X) u, et ag :(—aa)2 cos(t )+ x)@

Le théoreme de la résultante dynamique appliquésysiéme en projection sur I'ax©x s'écrit alors :
%+ 24X+ af x= aw’ cos@t).

2. Pour déterminex(t) en régime forcé on utilise la méthode des ampdisudomplexes et on cherche une

solution de la formex(t) = X, cos@t+¢) a laquelle on associe la quantité complexe) = Xoej(ai+¢) qui
vérifie  %+2Ax+af x= aw’ . En remplacant on obtient —a?x+ 24 jwx+af x= aw’d“, ou bien
% . On en déduitX, = aa2)2 etg = arctar(—ya;z}

a)§— +2jAw \/(wg—aﬂ) +(2/la))2 aﬁ—

i = a + arctah—2%_
Finalement X(t)_\/(ag_a)z)er(z/]w)Z co{a)t tEa}?—wZ]J

3. La fonction tracée est(u) = u avecQ = 2 .

(1_ u2)2 + QU2

X,e? =

Le maximum de cette courbe représente le phénod@nésonance en élongation de l'oscillateur.

2
2u(1+ u? [QZ - D
Un calcul un peu long donneﬂ = 5 cette dérivée s’annule en changeant de signst-ae

du 3
() v

dire passe par un maximum@i<\/§ .
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_2 . X . - N2
Or Q=—, [le phénomene de résonance n’a lieu qu413§|\/—E .

w=7 rads? et X, =0,2 cm correspondent sur la courbeud 1,485 et y =1,45, on en déduita = 0,14 cn.
4. La puissance de la force de frottement est :

P, = Ff g =-B\& =-B(-awsin(@t)+ X* = -B(- avsinw - Xwsinwt-¢ )’
La puissance moyenne dissipée par les frottema&mstgdonc en développant :

Proy = -ng(a2< sin?(wt)> +2aX, < sin@t)sint+@ P+ X5 < sik @t+¢ )>) :

Or <sin? (at)>=< sin’ @t+¢)>:% et <sin(a1)sin@:+¢)>:%.

FinalementR,,, = ,Ba)z (a +2aX, cosp )> + Xo) et Pnoy =5,3mW|,

II. Amélioration du dispositif
1. On suppose que le mouvement a lieu sans glissemme

1. 1. On étudie le systeme {roue} dans Ie réféedri® supposé galiléen.
Il subit : - son poids P= mg = —mgu vertical ;
- la réactionR du plan ;

- la force de rappeF; du ressort dont I'allongement estet E; = kxu ;
Puisque le mouvement a lieu sans glissement lasatde glissement est nulle.
La vitesse de glissement s’éch} = V(I Oroue)- v(I0 plan)ou | est le point de contact entre la roue estda.p

Or V(I Oplan)= 0 car le plan est fixe. D'aprés la relation de Vadg: v, =vg + 2 0GI, avec 3 = 6u, et
Gi=-au, . De plusOG = (x+/,)u, +au, etvg = X, .

Dol v, = x@+(6@) D(— aTJZ) = ( * :&’)T,; On obtient anr.

2. L'énergie cinétique de la roue s'écrit, d’apiethéoréme de Koenids, =%mv(23 +E_ avecE, =%JQ2 :

D'oul Ec——mx2+— 3. Avec J == ma et x= ad on obtient Eczém'xz.
2 2 4

3. La réaction du plaiR ne travaille pas car il y a roulement sans glissgmi_e poids et la force de rappel du
ressort sont des forces conservatives donc le mgstst conservatif, son énergie mécanique se canser
cours du temps. L’énergie potentielle de pesargsticonstante puisque G évolue a altitude constidmergie

potentielle élastique emmagasinée par le ressaotisE :E k.
P s o . .3 5.1
Le théoreme de I'énergie mécanique s’écrit déper E, = cte, smtzmx2 +E ké = cte.
En dérivant par rapport au temps on obt|%nnxx+ kxXx=0 et I'équation différentielle du mouvement est de |
5 . 2
forme avecw= /32)_k ou bienw= 5%'
m

La solution de cette équation différentielle estad®rme x(t) = Acos(t )+ B sint ).

X(0)=% = A= et x(0)=0 = B=0, d'ou|x(t) = X cosgt).

4. Soit R=Tu, + Ny, la réaction du plan.

Le théoréme de la résultante dynamique appliqusysiéme s'écrit mg; = P+ R+ F .
mx= T— kx

En projetant sur les axédx et Oz on obtient : .
0=N-mg
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On déduit alors, puisqué=-a?x, T = (k- mw?) x=} kxet N = mg.

Tant qu’il y a non glissement la loi de Coulombiqee |T| < N, 30|t—kx< fmg, soit x < Sang 3f9

af

S0it|x =1,2010* m

3fg
ag 1

2. On se place dans le cas ox) > x, et on étudie la premiére phase de glissement

On en déduit que le mouvement s'effectue sanseglisst six, < x , aveqx =

1. Les lois de Coulomb pour le frottement solidenglle cas du glissement, s'écrivent :
On décompose la réactid® en deux composantes, tangentiéﬁleet normaleN , telles queﬁ =T+N.
On a alors :“'f”: f“N“ TV, <0 et?D\T =0l

2. D’'apreés la question 1.4. on a tOUjOU{S =Tk
0=N-mg’
Puisqu'il y a glissemenf| = fN = fmg.
Or v—g = ()’(— aB)E et x(0)=0, donc initialement\Tg est suivant—@ et par conséquerit est suivant+@, on
peut alors écrirdl = fmg>0.
L'équation différentielle du mouvement est dom&+ kx= fmg.

23

Avec——wg et fg = aﬁ % , on obtien x+a)§x=? %|.

La solution de cette équation différentielle estad®rme x(t) = %+ Acosiyt)+ Bsingyyt ).

X(0)=x = A=x0—% et X(0)=0= B=0,dou x(t)=%+[>@—%jcos@bt).

—
*

3. Appliquons le théoréme du moment cinétique deméférentiel barycentrique% = zm(ﬁext) dans le
référentiel barycentrique.

PuisqueP et F, s'appliquent en G alordg (P) = M (F.) =0.

PuisqueR s'applique en | M (R)=GIOR=-ay D( Ty+ I\@) =- aTy.

Le moment cinétique barycentrique du solide s'égrit=J.2 = Jéu, .

On en déduitJd =-aT. Or J :%ma2 etT = fmg= m%g X soité:—%.

_ 2“5X1t
3a

En intégrant par rapport au temps on obtjért (pas de constante puisque I'ensemble est lacte san

vitesse initiale).
4. La vitesse de glissement egt: VQUX = ( X— fﬁ)@

Or x= —ab(xo —%jsin(wot) etd= —%t , dou|vy = —%on—ﬁjsm(a)oth 2% t|.

5. Pour des temps proches de zsirdayt) = apt et|vy = (% — %)akt|

On a alorgvy <0|, et doncT >0, la roue tourne dans le sens inverse des aiguille®e montre et se déplace

vers la gauche.
6. Le glissement se termine a linstant tel que vy(4)=0 et t vérifie I'équation:

X
(xo-—jsm(%tl)— ag .
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I1l. Accélération radiale d’'un satellite

1.

1. On étudie le satellite dans référentig] géocentrique galiléen, il subit seulement la faycavitationnelle de

— mM; G— . :
la Terre :Fy = ——ZTur avecM; la masse de la Terre € la constante de gravitation universelle.
fo
-~ V2 —
Son mouvement étant circulaire son accélératiceris’d = -m-2> y .
To

2
S . . I . L S — V, mM; G
Le théoreme de la résultante dynamique appliqusagllite s'écrit, en projection suy, , -mL=-—TT"

o 2
s M:G o . .
dou vy = . La force gravitationnelle de la Terre s’écrit aniveau de la surface terrestre
To
—_ mM;G— o . [gR
Fg = —R—;ur =-mgy , d'ou M;G = gR. Finalement [, = gr_ .
0
L R _ 2m, . re
2. La période de révolution du satellite &gt= , soit| Ty =27 TRZ .
Vo g9

1
23
On en déduitr, = RY , soit|r, = 26672 kn, on en déduity, = 3879 ms*|
O 4P

La vitesse angulairey, du satellite dan®ry est a =?I_—ﬂ, soit{a, =1,45010* rad]s!|
0

2. On étudie le mouvement de M dans le référentieR,

1. Le référentielR, est non galiléen et le point M est soumis a :
mgR —
9 0

- la force gravitationnelle de la Terfe= - 5
(o +X)

- la force élastiquer, = —-maf xu, (car elle dérive deE,(X) =% mf ¥) ;

- la réactionR de I'axe Ox ;

- la force d'inertie d’entrainemerft, = maf OM = muf( g+ U, ;

- la force d'inertie de Coriolid, = —2may, Ov=-2muy, y O xy = -2 mb@
Le vecteur accélération de M est Xu,

Le principe fondamental de la dynamique appliqu@ant M donne, en projection s@ et en simplifiant par

P

m, I'équation différentielle du mouvement: ( 2 — X+ af(rg+ X |.
fo +X

2. Avec @, _2m_ |gR , le terme gravitationnel s'écrit R __ bl __ afro| 1- 22 | = whr g 2
To fo (o +x)° x ) fo
1+ %
( ro]

et 'équation différentielle se simplifig % + («f —3af )x= 0|
3. @4 =0,03rad 5" et ap =1,45010* radls', de sorte quef —3af = 8,94110% rad01&= w?.
f —3af >0 = M oscille.
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af —3a,§ = a)f = sa période d'oscillation n'est quasiment pas aféepar la révolution du satellite.
4. Si le satellite posséde une accélération radiale I'équation différentielle précédente devient

%+(af -3uf)x=—-3 . Dans les cas ola, est constant ou sinusoidal la solution particelide I'équation
différentielle permet d’accéder & la mesureage
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Probleme 7 : Chute d’'une tartine beurrée 2 (ESIM 199) |

Ce probléme propose une étude simplifiée de laectiuine tartine beurrée posée sur le bord d’unie &fn de

déterminer la face qui rencontre le sol. Pourgstie toujours la face beurrée ?

I/ Une tartine modélisée par un parallélépipédtaragie droit, homogéne, |I %

de dimensions2a, 2b et 2c, de centre d’inertie G, de masse, est |

posée sur le bord d’'une table dans la positioncthérsa (G a la verticale 3 a
de I).

Dans cette position instable, elle subit une actiés faible qui provoque X
son basculement autour de I, sans lui donner desset initiale. On 6

n'admettra qu’au début du mouvement il n'y a pagldsement en |.

L’action de la table sera représentée par une fdic;eT@+ NE, G

orthogonale a I'aréte du coin, dans le plan comt@a I

Soit (4) l'axe parallele au coin de la table passant pde Inoment

a’+b?
d'inertie de la tartine par rapport a cet axe lggf = 3 .

1. La tartine est-elle un systeme conservatif ?

2

2. Déterminer% en fonction degd. En déduire:l—f en fonction deg.
t

3. Ecrire le théoréme de la résultante dynamigueddtiuireT et N en fonction dej.

Application numérique a= 4cm etb= 04cm. ReprésenteFml etml en fonction ded .
g g

4. La tartine peut-elle quitter le coin de la takdas glisser ?
. - T .
5. La tartine commence a glisser p<ﬁ6r=z . Evaluer le coefficient de frottemerit.
On s’intéresse maintenant a la chute de la tarfinpartir du moment ou elle commence a glissetattine

. N . . N . Vi
quitte trés rapidement la table et se trouve etecliure & partir deg, =Z'

6. Déterminer% 8,) -

On néglige les frottements de lair.

7. Montrer que la vitesse de rotation reste comstan

8. Déterminer I'équation du mouvement de G en fonadu temps. En déduire le temps de chute sildelia de
la table esth.

9. Quel est I'angle dont a tourné la tartine lotsti@ heurte le sol ?

Application numérique h=70cm. Conclusion ?

10. Pour quelle hauteur de la table la tartineomebe-t-elle plus sur le c6té beurré ? Quelle séaataille du

géant qui utiliserait cette table ?
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Solution

On étudie le mouvement d’une tartine beurrée daméférentiel terrestre galiléen. Elle subit so'mlpc?’ = m_é

uniforme et vertical (qui s’applique en G) et lacton R=T+N de l'aréte de la table (qui s’applique en I,

point de contact entre la tartine et le coin diakde).
1. Le poidsl_:; est une force conservative. Puisqu'il y a nonsglisent la puissance des actions de contact est
nulle, R ne travaille pas. On en déduit que I'énergie miggentotale de la tartine se conserve.
2. L'énergie mecanique de la tartine s’écrf;, =E; +E,.
: . ) 1 .=

Le mouvement de la tartine est une rotation autiwm axe fixe passant par G dofg; = E, :E 12? ou Q
le vecteur rotation de la tartine_é:éu_; (u_; le vecteur de base perpendiculaire au plan déeglaei), soit

1 0
EC :E 169-.
L'énergie potentielle de pesanteur s'édgif = —ma [0G +cte, soit :
Ep= —m(— gu_):)E(b cosHu_): +bsin 6’@)+ cte=mgbcosé +cte.

FinalementE,, =% 162 + mgbcosé + cte.

PuisqueE,, se conserve Em(e) = Em(9 = 0), soit% 162 + mgbcosé + cte= mgb+ cte.

On en déduité = W’ng— [1|—cos«9: .

Dérivons la relation% 162 +mgbcosd = mgb par rapport au temps% | (266 - mghdsin8=0.

} bsin @
On obtient alors? =w .

3. Le théoréeme de la résultante dynamique applajué tartine dans le référentiel terrestre galilé&erit

rm: =P +R. Dans la base polairE,@) :

— d21G _ d? (—»)
dt>  dt?

ag = bu, :b(—92E+9®), P=-mgu, :mg(—cosﬁm +sin9@) et R= Nu, +Tu, .

-mbé? = -mgcosf + N

En projetant su!(uT,u?) on obtient .
mbd =mgsind+T

2mgt(1— cos&) p;
| ,

2_ .2 2 2 2
T=m —2b2 a2 sinfd|et|N=m _a2+7b2 cosH——ZGb Al
a“+b a“+b a“+b

Application numérique a= 4cm etb= 04cm. On a alorsa® =10(b?.

mgbsing a®+b?
= e

Avec 62 = tl = 3 , on obtient :

—
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Ona anrsL = —%sinez -sind etﬂ =w =cosd.
mg 101 mg 101
On représente les normes des composantes en fodetid : 1
g OO .
4. La tartine quitte la table e®,; appelé angle de décrochage, tel quel <-§—sm6?
N(84) =0, soit 8, = Arc cosi =868°. V2 '_C;OSH
107
La tartine commence a glisser efl; quand ”‘F“ = f“ﬁ” ou bien O n w > 6
98 107 6 4 2
-T = fN c’est-a-dire—sin¢, = f| —cosf, - —|.
101 101 101

Graphiquement on observg; <&, le glissement apparait avant le decrochage, tiortartine ne peut pas
quitter le coin de la table sans glisser.

5. On remarque quegﬁsiné?g = f Ecoseg _6 s'écrit singy = f cosfy , ou bien f =tand, .
101 101 101
. T . _
Puisqued, =7 on en dédu .
— 2 2 .
6. Avec 62 =M et] =M@ b , on obtient :8 = Bbg (1—cosH) .
| 3 a2 +b2
. 6b
En0=6, :|6(6,) = \/2—92 (L-cos8,) |
a“+b

Avec 8, = eta? =102, 8(8,) = 6g [, 2 =66rad 3™

4 10b 2

7. Lors de sa chute la tartine n’est soumise qurpoids P = mg=-mgy (qui s'applique en G).
g4 :  dog  —f=) =— o~ =
Le théoreme du moment cinétique dans le référelmisicentrique s’ecrﬁ% =Mg (P): GGOmg =0.

On en déduitog =cte. Or g =0* =l w, d'otl w=8=cte=6(,), la vitesse de rotation de la tartine reste
constante.

8. On considere la chute libre de la tartine etegp@ére son centre de gravité G.

L’altitude initiale de G estx, =b-bsing,=0,12cm. Son vecteur vitesse initial xT(; = bé(@, soit

v, =bd, = 0026m (s . z, est négligeable devant la hauteur de chute7Ocm et v, est négligeable devant

la vitesse en fin de chute de I'ordre den[$7*.

On en déduit que I'on peut considérer la chuteeliberticale avec, pour G, position initiale nullevitesse

initiale nulle.
La tartine n'est soumise qu'a son poifiss mg=-mgy .

Le théoréme de la résultante dynamique appliqué@ daitine dans le référentiel terrestre galiléeécrit

mag =P.
—_ — - . gt?
Avec ag = Xu, on obtientx=-g. En intégrantx = —gt et|x= 5l
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Le temps de chute de la tartine est tel que(r) = ~h, soit|7 = |=—| |7 = 037s|

9. Puisquew= @ = cte= §,, on en déduit en intégran= Got + 6, .

A la fin du mouvemen®; = 6,7 +6,.

Lorsque la tartine heurte le sol elle a tourné dingle 8; = 325rad=186"2333"|.

Cet angle est Iégerement supérieur dla tartine fait plus d’un demi-tour mais moinsid'tour.

On en déduit qu’elle tombe sur le c6té beurré.

10. Pour que la tartine arrive c6té non-beurréuiit fqu'elle tourne de'; =27-6,, ce qui correspond a un
2(77_ 30)

0

temps de chute' tel qued,r'+8, = 271- 6, soit 1'= = 071s.

Ce temps de chute correspond a une hauteur de hh:u{% r'?=255m.

Si une personne de 1,80 m utilise une table denQ e regle de 3 nous permet de déduire qu’'ure tbh2,55
m est utilisée par une personne%g%’&r’: 6,56 m.

Le géant qui utiliserait la table suffisamment leapibur que la tartine tombe sur le c6té non-bemegure plus

de[ 6 m 50 !
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