o» Corrigé du baccalauréat S Centres étrangers e

juin 2003
EXERCICE 1 5 points
Commun a tous les candidats
(n+1)?
_ 2n+1 _ 2 1
1. a. v, = 7 = (&) x 5.
2”

1 n+1 n+1\?
Oor2l —14+1et lim —=0,donc lim —— =1et lim =1.
n n " n—+oop n—+oo p n—+oco\ n

Finalement lim v, = —.
n—-+oo 2

n+1 n+1)\? 1
b. Pourtoutnaturel N>0, n+l1>n= >1> >1 — vn>5.
n

c. vp<3 @(—)Zx—<— N (—)2<%:>”T+1<\/§<=>n+1<

1
\/gn — n(\/§—1)>1 — n> ~ 4,44. Il faut prendre N = 4.
3
31
2

d. On vient de démontrer que pour n > 4, alors v, < % = % < % =
n

3
Up+1 < 1 Up.
2. a. e Initialisation
Pour n =5, on avu que ug < % us. La relation est vraie au rang 5.
o Herédité
3 n-5
Supposons que pour n €N, n>5on ait u, < (Z) Us.

3 3 n+1-5
"

n-5
Onauyy < %un SOit Uyt < % X (Z) U5 OU encore Uu+1 < (Z

n-4
soit enfin 1,11 < (Z) Us.

Lhérédité est démontrée.

La propriété est vraie au rang 5 et si elle est vraie a un rang quelconque
supérieur ou égal a 5, elle est vraie au rang suivant.

Conclusion : par le principe de la récurrence, pour tout entier naturel n >

n->5
5 u, < (Z) us.

3 3\n—5
b. Onaus <us, us < $us,..., un < (3)°  us.

En sommant toutes ces inégalités on obtient :
-5 R -
S, <us+ %u5 +ot (%)n us ou apres factorisation :
3 3\n=5
Sn < ”5(1+Z+"'+(Z) )
La parenthese est la somme des (n —5) premiers termes de la suite géo-
métrique de premier terme 1 et de raison 3

6 = 4us(1- ("),

Sn = U5 1 %
. 3\yn-3
c. Puisque 1-(3)" ~<1,0nas, <4us.

3. Defagon évidente : Sy4+1—Sp = Up+1 > 0:lasuite (S,),>5 est donc croissante.
Comme elle est majorée par 4us elle converge vers une limite £ < 4us.
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EXERCICE 2 6 points
Réservé aux candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

1. Calculer la probabilité que la distance parcourue sans incident soit :

a. comprise entre 50 et 100 km;

g o2 N i _x 1100 _l0 50
Cetteprobablhteestegalea[ ge 2dx= [—e 82]50 =—e B2 t+e 82 x

50
0,248

b. supérieure a 300 km.
On calcule la probabilité de parcourir moins de 300 km ou 300 km qui est

30001 . _x 1300 _ 300
f —e 82dx:[—e 82] =]1—-e 8,
0 82 0

La probabilité de parcourir plus de 300 km est donc égale a e 0,026
2. On calcule p(p>3s0) (D > 375) = p(D > 25) = e” & ~0,737.
3. Détermination de la distance moyenne parcourue sans incident.

a. Onpose u(x) =xetv'(x) = ée_é, d’olt
W(x)=letv(x)=—e 8.

Toutes ces fonctions sont continues car dérivables sur [0 ; +oo[. On peut
donc intégrer par parties :

x 1A Ay _x _x1A  _A
I(A)=[—xe_@]o+f e 8zdx=[—xe © 48267 | =7 (-82- ) +82.
0

82 A
b. Ona lim — =0et lim — =0, donc finalement :
A—+o00 e@ A—+o00 e@

lim I(A)=82.

A—+o0
La distance moyenne parcourue sans un incident est de 82 jours.

4. a. On aun schéma de Bernoulli avec comme parametres Ny et de probabi-
lité ez
La variable X; prend comme valeur le nombre de « succés » au cours des
Ny épreuves.

d
b. Lespérance de X, est égale a Noes2

EXERCICE 2 6 points
Réservé aux candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

1. Eléments de symétrie de la surface T.

a. Siz= xzy, alors z = (—x)zy.

Les points (x; y; z) et (—x; y; z) sont symétriques autour du plan yOz
d’équation x = 0.

b. Siz= xzy, alors —z = (—x)z(—y), ce qui montre que le point (—x; —y; —z)
appartient lui aussi a la surface. Le point O est donc un centre de symétrie
deT.

2. Intersections de la surface T avec des plans paralléles aux axes.

a. Soit y = al’équation d’'un plan paralléle au plan (xOz). Les coordonnées
des points communs a ce plan et a T vérifient :
{z = X’y 3{z = ax®

y = a y = a

e Sia<—-1ousia>1,lintersection est vide;
e Sil < a <1 cecireprésente I'équation d'une parabole d’axe Oz (sauf si
a =0). Lintersection est I'arc de parabole limité aux points d’abscisse —1
etl.
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b. Soit x = b I'équation d'un plan paralléle au plan (yOz). Les coordonnées

des points communs a ce plan et a T vérifient :

z = x? z = b?
{ x = b Y= { x = b g
Ceci représente I’équation d'une droite contenant O dans le plan paral-
lele au plan (yOz). Lintersection est donc un segment limité aux points
d’ordonnées —1 et 1 (saufsi b =0).

. Les coordonnées des points communs a la surface T et au plan d’équation

z =0 vérifient :

2
z = X7y 0 =
{zzO 3{z=0

|
=
S
<
U
—_——
o

= X 0 vy
zzoou{z 0

Ceci représente les axes Ox et Oy.

b. Les points communs a T et au plan d’équation z = k ont des coordonnées qui véri-

fient :

{:

Comme 0
1; k; k).

2

Xy
k
<

. k
soit X’y =k < V=

k < 1, cette courbe est limitée a un arc d’extrémités (-1 ; k; k) et

c. Exemple de tracé avec k=0,25:

4. Onnote (D) le domaine formé des points du cube unité situés sous la surface

T.

(D)=M(x, y, 2) € (E) avec 0<x<1;0<y<1;0<z<x2y.

a. L'ensemble des points et défini par :

k
VE<x<1 et ?gygl
1 k k]! k
SonaireestS(k)vzf (1——2dx= x+—-| =1+k-Vk-—=
VEL X x vk vk
2
1+k—2ﬁ=(1—x/%).
1 1
b. Onrappelle que sz S(k)dkz[ (1+k—2\/%) dk.
0 0
Or vk = k% dont une primitive est %k%, donc:
1 1
V:[x+k72—%k%]0=1+%—%=%—%=9;68=6(u.a.).
PROBLEME 9 points

f(x)=1+xIn(x+2).
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I. Etude de la fonction f

1. a. festdérivable car somme de fonctions composées dérivable sur]—-2; +oo[

et sur cet intervalle :

X
!
x)=In(x+2)+ —;
! x+2
1 X+2—-x 1 2
+ = + .
x+2  (x+2)2 x+2 (x+2)2
b. f”(x) est une somme de termes positifs, donc est positive; il s’ensuit que
f’(x) est croissante sur | —2 ; +ool.

fl/(x) =

. . X
c. lim In(x+2) = —ooetcomme lim —— = —oo, on a donc
x—-2 x—=-2Xx+2

lim f'(x) = —oo0.
x—-2

X
lim In(x+2)=+4+occet lim —— =1,donc lim f’(x) = +o00.
X—+00 X—+00 x+2 X—+00

Conclusion f’(x) est croissante de —oo 2 +00, donc s’annule une seule fois
sur l'intervalle | —2; +oo] .

2. Etude du signe de f’(x).

a. Ona f'(-0,6) =1-0,6In1,4 = —0,09 et f'(-0,5) =1-0,5In1,5= 0,07 la
fonction f” est continue car dérivable et strictement croissante sur
1-0,6; —0,5[ : elle ssannule donc une seule fois sur cet intervalle en «
avec —0,6 < a < —0,5.

b. On en déduit que:
esur]-2; al, f'(x)<0;

e fll@)=0;
e surla; +ool, f'(x) > 0.
3. Etude des variations de f

a. Ftudier les variations de la fonction f surlintervalle ]-2; +oo[. Le résultat

précédent montre que :

e sur]—2; af, f estdécroissante

e f(a)=1 estle minimum de la fonction
e sur]a; +ool, f est croissante.

b. « Ona lim In(x+2) = —oco, donc limzf(x) = +oo (par produit par —2;
X

x—-2
¢ Ona lim In(x+2) =+oo,donc lim xIn(x+2)=+ooetenfin lim f(x)=
oo X—+00 X—+00 X—+00

c. On a donc le tableau de variations suivant :

x |-2 a +00
f(x) - 0 +
H-00 +00
f
fla)

II. Position de la courbe (6f) par rapport a ses tangentes

1. Etude des variations de d.

a. d(x) = f(x) = [f"(x0) (x— x0) + f (x0)] ; d est une somme de fonctions dé-
rivables sur ] — 2 ; +oo[ et sur cet intervalle :

d'(x) = f'(x) = 1f" (x0) = f'(x) = ' (x0)-
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b. Onavu que ' est croissante sur ] —2; +oo[, donc:
e six<xg, fl(x) < f'(x0) < d'(x) <0;
e six>xg, f'(x)> f'(x0) = d'(x) >0.
d est donc décroissante sur]—2; xy[ et croissante sur ] xg ; +oo[ avec bien
entendu d (xg) = 0 qui est le minimum de la fonction. Par conséquent
d(x)>0sur]—2; +ool.

2. Le résultat précédent signifie géométriquement que la courbe (%f) est au
dessus de la tangente Ty,, quel que soit xo : la courbe est donc au dessus de
ses tangentes.

III. Tracés dans le repere (O, T, 7)

1. Déterminer une équation de la droite T, tangente On sait qu'une équation
de la tangente a (6f) au point d’abscisse xg est

¥ = f(x0) (x—x0)+ f (x0) ; donc pour xp = 0 et f (xp) = 1 (on sait que liII(l) xlnx=
X—

0) et f/(xp) =In2:

Mix; pely < y=In2(x-0+1 < y=xIn2+1.

2. Ty,d’équationy = 1’ (x0) (x — x0)+ f (xo) contient’origine si pour x =0,y =0,
soit

0=—xof (x0) + f (x0) < —x0|In(xp+2)+ +1+xIn(xg+2)

Xo +
X3
Xo+2
Une solution évidente de cette équation est —1, I'autre, un peu moins, est 2.
Il'y a donc deux tangentes contenant O; celle au point d’abscisse —1 d’équa-

tion y = —x et celle au point d’abscisse 2 d’équation

+1=0 < —xZ+x+2=0.

1
=|In4+ =] x.
y(n 2x
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