QUELQUES EXERCICES CORRIGES D’OPTIMISATIONI

EXERCICE I (Calcul différentiel)

1. Montrer que la fonction f : R?> — R? définie par

_ L six #0
f(x,y)—{ y six=0

admet des dérivées partielles au point (0, 0), mais n’est pas continue en (0, 0).

2. Soit E, un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire (-,-). Montrer la continuité,
puis la différentiabilité et calculer la différentielle de 1’application « produit scalaire »
® : E? — R définie par ®(x,y) = (x,y) pour tous (x,y) € E2.

3. Soit A € My, ,(R), avec (n,m) € IN*2,

(a) Montrer que l'application | : R” — R définie par J(X) = ||AX]|?, ot la notation || - ||
désigne la norme euclidienne de IR", est différentiable et calculer sa différentielle.

(b) Soit f € C'(IR). Montrer que I'application G : R” — R définie par G(X) = f(J(X))
est différentiable et calculer sa différentielle.

Corrigé de 1’exercice

1. On a pour tout t € R*, f(¢,0) — f(0,0) = % = 0, ce qui montre que limw =0,

t—0 t
donc f admet une dérivée en (0, 0) selon le vecteur (1,0), et que %(0,0) = 0. Deméme, f(0,t) =

t pour tout t € R, donc f est dérivable en (0, 0) selon le vecteur (0,1) et % (0,0) =1.

2. L'application ® étant bilinéaire, sa continuité sur E? est équivalente a sa continuité en (0,0). De
plus, d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, |®(x,y)| < ||x|| - |ly|| pour tous (x,y) € E?, out

|l = v/ (x, x).

Etudions la différentiabilité de ®. Fixons (x,y) € E2 et (h,k) € E2. Ona:
D(x+hy+k)=P(x,y) +P(x, k) +D(hy) + D(hk),
donc si L(h, k) = ®(x,k) + ®(h,y), ona
[P(x + 1y +k) = @(x,y) = Lk k)| = |D(h )| < (1] - [[K]] = o(N( k)),
en prenant par exemple N (I, k) = max{||h||, || k|| }. De plus, L est linéaire et continue car

\L(rJ) ] < [l - (&l + [0 - [yl < N(x, y)N (1, k) ———0,
N(hk)—0

en vertu de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On en déduit simultanément que ® est différentiable,
et que d®, ,(h k) = L(h k) = (x,k) + (y, h).

3. (a) L'application X € R" ~ [|X|?> est C* donc différentiable sur R", car polynomiale. L'ap-
plication X +— AX est linéaire, donc différentiable. Par conséquent, ’application | est dif-
férentiable en tant que composée de fonctions qui le sont. De plus, pour tout X € R", on
a

J(X) = (AX, AX) = (AT AX, X),

avec ATA € 8,(R). On en déduit que la différentielle de | en X est 'application linéaire
dx] :h € R™ s 2(AT AX, h).



(b) Utilisons le théoreme de composition des différentielles. On obtient

dxG(h) = dyx) f odx](h) = 2f (J(X))AT Ah.

pour tout h € R™.

EXERCICE II (Calcul différentiel)

3 3

x4y .
On considere la fonction f : R? — R définie par f(x,y) = { 62+y2 S? (x,y) # (0,0) .
sinon

La fonction f est-elle continue sur R?? de classe C! sur R??

Corrigé de I'exercice

La fonction f est C® sur R?\{(0,0)} en tant que produit, quotient ne s’annulant pas etc. de fonctions
qui le sont. Reste a étudier la régularité en (0,0). On a

3 3
- (B Iy |
V(x,y) € R°\{(0,0)}, f(xy)| < 2T 2 x|+ ly] m 0

f est donc continue en (0, 0). En revanche, f n’est pas C! en ce point car elle n’est méme pas différentiable
en (0,0). En effet, soit t # 0 et (x,y) # (0,0). On a

fltx, ty) = £(0,0) — P(¥*+y°) 2+ y

t P2 +12) (xy)-00) ¥ +y>

Or, si f était différentiable en (0,0), cette limite coinciserait avec d o) f(x,y) et serait en particulier
linéaire par rapport a (x,y) ce qui n’est pas le cas.

EXERCICE III (optimisation sans contrainte)

On considere la fonction f définie sur R? par

flxy) =x*+y* —2(x —y)>.

1. Montrer qu'il existe (&, B) € R% (et les déterminer) tels que

flxy) = al(xy)l* +B

pour tous (x,y) € R?, o1 la notation || - || désigne la norme euclidienne de R,

En déduire que le probléme

inf X, P)
(x,y)@sz (x,y) (

posséde au moins une solution.
2. La fonction f est-elle convexe sur IR??

3. Déterminer les points critiques de f, et préciser leur nature (minimum local, maximum
local, point-selle, ...). Résoudre alors le probleme (P).



Corrigé de I'exercice
1. f est polynomiale donc de classe C*®(IR?). En utilisant le fait que xy > — 3 (x +y?), on écrit
flx,y) > 1t —|—y4 —2x? — 2y2 +4xy > x* +y2 —4x? — 4y2,
pour tout (x,y) € R?. En utilisant le fait que pour tout (X, &) € R?, X* + &* — 2¢X? > 0, il vient
f(x,y) > (26 —4)x® + (2¢ — 4)y? — 2¢*.
Choisissons par exemple ¢ = 3, on en déduit

flxy) = 2(x* + %) — 162 ——— +oo,
| o) [ oo

ce qui prouve que f est coercive sur R? qui est fermé et de dimension finie. D’aprés le théoréme
du cours, le probleme (P) admet au moins une solution.

2. Pour étudier la convexité de f (qui est de classe C? sur R?), calculons sa matrice hessienne en

-1 1
tout point (x,y) de R2. On a Hess f(x,y) = 4 (3x 1 3% — 1).
Rappelons que f est convexe sur R? si, et seulement si sa matrice hessienne est semi-définie
positive en tout point. Or, on vérifie aisément que les valeurs propres de Hess f(0,0) sont 0 et
—2. Par conséquent, f n’est pas convexe.
3. Les points critiques de f sont donnés par les solutions de Vf(x,y) = (0,0), autrement dit, les
points critiques sont solutions du systeme :

x*—(x—y)=0 x¥*+1y3=0 y=—x
{y3+(xy)=0 (:){ P+ (x—y)=0 ‘:*{ B¥—2x=0

On en déduit que f admet trois points critiques : O(0,0), A(ﬂ, —ﬁ) et B(—ﬁ, \@)
f étant de classe C?, on va utiliser la caractérisation des points critiques a I'aide de la hessienne
calculée a la question précédente.

— Point A : Hess f(A) = 240 240
On en déduit que Hess f(A) posséde deux valeurs propres strictement positives donc que A
est un minimiseur local pour f.

— Point B : Hess f(B) = Hess f(A), donc la méme conclusion que pour le point A s'impose.

— Point O : Hess f(O) = <_4 4

) donc la trace de Hess f(A) vaut 40 et son déterminant 384.

4 _a) donc la trace de Hess f(O) vaut —8 et son déterminant

est nul. Il vient que ses valeurs propres sont 0 et —8. On ne peut donc rien conclure dans ce
cas a l'aide de la matrice hessienne. En revanche, on peut donner un argument a la main : soit
x € Rtel que |x| < 2.0na f(x, —x) = 2x* — 8x? = —2x%(4 — x*). Or, |x| < 2donc4 —x? > 0
et on en déduit que f(x, —x) < 0. De méme, soit x € R. On a f(x,x) = 2x* > 0. Puisque
les inégalités précédentes sont obtenues pour des x arbitrairement petits, on en déduit que le
point (0,0) est un point-selle pour f.

En conclusion, puisque le probleme (P) posséde une solution, la caractérisation des points cri-

tiques de f nous assure que

inf_f(x,y) = f(A) = £(B) = 8.

(x,y)€R?
EXERCICE IV (optimisation quadratique, moindres carres)

Soit N € IN*. On consideére un nuage de points { (;, x;) }1<i<n, et on cherche a mettre en ceuvre
une régression parabolique, autrement dit, on recherche la parabole P d’équation y = at> + bt +c,
ol 4, b et c sont trois réels a déterminer, telle que la somme sur tous les indices i variant de 1 a
N du carré de la distance du point (;, x;) au point de méme abscisse sur P soit minimale.



1. Ecrire ce probleme comme un probleme de minimisation quadratique, c’est-a-dire un
probleme de la forme

Xlélﬂ{;n]( ) avec ](X)z%(AX,X)—(b,X), (Q)

avec A € 5,(R), b € R". On devra donc expliciter 1, A et b.
On utilisera la notation Sy = Y, tk,
2. Discuter de 'existence des solutlons d’un tel probleme.

3. On suppose que la matrice A est définie positive. Démontrer que (Q) posseéde une
unique solution.

Corrigé de l'exercice

1. Le probleme s’écrit

a N
inf J(X) avec X=|[b et J(X)=) (x at? —bt; —c)
X€eR3 C i=1
i’% t 1 X1
Ecrivons J(X) = |[MX —k|?avecM = [ : : :|etk= | : |.Dapresle cours sur la
t%\] ity 1 XN
méthode des moindres carrés, on a
1
J(X) = 3{AX, X) ~ (b, X)
Sy S3 S
avecn =3, A=M'Mc S3(R)etb=M'kcR3. Oncalcule A= [S3 S, S
S, S N

2. Ce probleme est équivalent au probléme de minimiser la distance euclidienne de k au sous es-
pace vectoriel (de dimension finie) Im(M). C’est donc un probléme de projection orthogonale, et
il admet une solution.

3. Dans ce cas, on sait que Hess J(X) = A qui est définie positive. Par conséquent, | est strictement
convexe, et | posséde au plus un minimum dans RN. Comme on a vu qu’elle en posséde au
moins un, on conclut a I’existence et I'unicité.

EXERCICE V (optimisation quadratique, moindres carrés)

On considere la fonction f définie sur l'intervalle [—1, 1] par f(x) = x°. L’espace CO([ 1,1]) des
fonctions continues sur [—1, 1] est muni du produit scalaire défini par (h, g) f h(x)g(x)d

et on note || - || la norme associée, définie par ||h|| = \/{h, k), pour tous (h,g) € (C°([— 1,1]) .
On souhaite déterminer le polyndme P de degré inférieur ou égal a 1 qui approche le mieux f

au sens des moindres carrés, c’est-a-dire qui minimise || f — P||?> parmi tous les polynomes de
degré inférieur ou égal a 1 (sous réserve qu’il existe et soit unique).

1. Mettre ce probléme sous la forme d"un probléme de moindres carrés de dimension finie.
Quelle est cette dimension?

2. Etudier I'existence/1"unicité des solutions de ce probléme.

3. Résoudre ce probléme.



Corrigé de I'exercice

. Le probléeme d’optimisation sous-jacent s’écrit

1
inf J(a,b), avec](a,b)= / (x3 —ax — b)*dx.
(a,b)ER3 -1

On calcule alors

1 -
J(a,b) = / (x® + a?x% 4+ b? — 2ax* — 2bx3 + 2abx) dx = %(AX, X)—(b,X)+c,
-1

0 0
d’optimisation de dimension 2.

avec X = (a,b)", A = (4/3 Z), b= (4/5> etc = % On s’est ainsi ramené & un probleme

Le probleme d’optimisation précédent est un probleme d’optimisation quadratique donc la ma-
trice hessienne associée est définie positive (cela se retrouve d’ailleurs en utilisant le formalisme
des problemes de moindres carrés menant a 1’équation normale). On en déduit que la fonction |
est coercive sur R? qui est fermé et de dimension finie donc ce probleme posséde une solution
unique.

L’équation normale s’écrit AX = b qui se résout directement. On obtient : X = <365)

EXERCICE VI (convexité, optimisation quadratique)

Soita € R. On définit f, : (x,y) — x* 4+ y? + axy — 2x — 2.

1.
2.

Pour quelles valeurs de 4, la fonction f, est-elle convexe ? Et strictement convexe?

Discuter en fonction des valeurs du parametre a de 1’existence de solutions au probléme
d’optimisation inf{ f,(x,y), (x,y) € R?}.

. Lorsque a €] — 2,2[, résoudre le probleme précédent.

Corrigé de l'exercice

. La fonction f, est C* sur IR? car polyndmiale. Pour étudier la convexité de f, calculons sa hes-

sienne : pour tous (x,y) € R?, hess f(x,y) = a>‘ Cette matrice ne dépend pas de x et

2
y. Etant symétrique réelle, elle est diagonalisable et on note A; et A, ses valeurs propres. On a
tr(hess fa(x,y)) = A1 + Ay = 4 > 0, donc f, n’est jamais concave. De plus, det(hess f,;(x,y)) =
AAy = 4 — a2, On en déduit que f, est convexe si, et seulementsia € [—2,2], strictement convexe
si, et seulement si a 6] -2, 2[ et n’est ni convexe, ni concave sinon.

Souvenons-nous du cours sur ’optimisation de fonctions quadratiques :

— sia €] —2,2[, hess f, est constante et appartient a S;/ T (R). Par conséquent, f, est strictement
convexe et coercive (cf. cours) sur R? qui est fermé et de dimension finie. Par conséquent, le
probléme inf> f, a une unique solution.

— sia € R\[—2,2], la matrice hess f; a une valeur propre strictement négative y, et il existe une
direction € € IR? (vecteur propre associé a yt) dans laquelle f(t¢) — —co quand t — -+co. Par
conséquent, le probleme infy> f; n’a pas de solution.

— Cas a € {—2,2}. Dans ce cas, la matrice hess f, est semi-définie positive, mais pas définie
positive. D’apres le cours, le probléeme infg. f, a une solution si, et seulement si (2,2)" €
Im(hess f;). Or, puisque a = £2,

hl o 2]’11 +11h2 o 2 a - 2
hess f, <h2> = <ah1 +2h2> = <a) + hy (2> = Imhess f; = vect (a) .

Par conséquent, si a = 2, (2,2)" € Im(hess f,) et le probleme infg. f, a une infinité de
solutions. Sia = —2, (2,2) " & Im(hess f,) et le probleme infg. f, n’a pas de solution.



3. Déterminons les points critiques de f; :

_ 2x +ay —2\ xy 2 1
Vialx,y) =0 (2y+ax—2> =0s (y> ~ 2+4a (1) '
D’apres 1’étude précédente, dans le cas considéré, le probléme infy2 f; a une unique solution qui

4 g, 2 oy 4
est donc donnée par x =y = 53 et 'infimum vaut alors — 57

EXERCICE VII (Optimisation sans contrainte, quotient de Rayleigh)

Soit A € S, (R). On considere la fonction f : R"\{Or} — R définie par

ou (-,
1.

-) est le produit scalaire euclidien de R" et || -

) = 422,

| la norme induite.
Montrer que f est C* sur son ensemble de définition.

2. Montrer que les problemes d’optimisation

inf  f(x) et su (x)
XG]R”\{OJR"}f XeR”\g’R"}f

possedent une solution.
Déterminer 1’ensemble des points critiques de la fonction f.
Résoudre les deux problémes ci-dessus.

. Démontrer que la matrice hessienne de f en un point critique x* € R"\{Or» } est

Hess f(x") = foHz(A — F(x) L),

ou I,, désigne la matrice identité de taille n.

. En déduire que tous les points critiques qui ne sont pas solution d"un des problemes

ci-dessus sont des points-selles.

Corrigé de I'exercice

. festC® sur R"\{Or~ } en tant que quotient de fonctions polynémiales dont le dénominateur ne

s’annule qu’en OR».
Remarquons que, pour tout x € R", f(x) = (Aﬁ, ﬁ) et que l'application x € R"\{Ogn} —

m est une surjection de R"\ {Og» } dans la sphére unité S"~! = {y € R" | ||y|| = 1}. Il s’ensuit
que
inf  f(x)= inf (Ayy) et sup  f(x)= sup (A,
x€R™\ {Ogn } yes” x€R™\{Ogn } yesn—1
La fonction y ~ (Ay,y) est continue sur S"~! qui est compact. Ces problémes ont donc une
solution.

Pour x # Ogs,0na:

2Ax  2(Ax,x)x
x>l

Or, d’apres le théoréme spectral, la matrice A est diagonalisable dans une base orthonormée de
vecteurs propres. On note 0(A) = {Aq,...,A,} son spectre, avec Ay < --- < A,. Si l'équation
Ax = f(x)x posséde une solution, alors nécessairement x est un vecteur propre de A. Récipro-
quement, si x est un vecteur propre associé a A € 0(A), alors f(x) = A et donc Ax — f(x)x = 0.
On en déduit que I'ensemble des points critiques de f est I'ensemble des vecteurs propres x €
]Rn\{O]Rn} de A.

Vi(x) =0<«=

=0<= Ax — f(x)x =0.



4. Puisque les deux probléemes ont une solution, on cherche les minimiseurs (resp. maximiseurs)
parmi les points critique. Si x, est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A, on vérifie
que f(x)) = A. Par conséquent, les minimiseurs de f sont les vecteurs propres de R\ {Or~ }
associés a A1 et les maximiseurs de f sont les vecteurs propres de R"\{Or» } associés a A,,. De
plus,

min X) =M et max X) = Ay
xe]R”\{O]Rn}f( ) xew\{ow}f( )=

5. Question difficile. Puisque f est C2 sur R"\ {Or« }, on va écrire un développement limité de f a
I’ordre deux, et on identifiera la hessienne a 1’aide du terme d’ordre 2. Soit v € R" et € R. On
a:

(Ax, x) + 2t(Ax,v) + t?( Av, )
2
el (1 + 22 (v, 0) + Ellel]?)

_ (Ax,x) +2t(Ax,v) + t*(Av,v) <1 _2t{x,0)  Plol* | 4% (x,0)? N (t2))
]2 B/ (e [l]*

flx+to) =

= flx) -+ ( <|A;|'|§> — F)x, v))

+8 (<28 ol + 4 B MDD 4 0)) o)

1x]12 (1% [l]*

en utilisant que 14%14 =1—u+u?+ o(u?). On retrouve I'expression de la différentielle de f et on
en déduit que

2 A

(Hess f(x)0,0) =2 (T ol + a7 S 2000 1 40, )
] [« Il

Or, en un point critique x, (vecteur propre associé a la valeur propre A), ona f(x,) = A et par

conséquent,

(Hess f(x))0,0) — 2 <—f(“) 0|2 + (Av,v>> ,

2
[E2Y
d’ot1 ’expression de la hessienne annoncée.

6. Choisissons x, de norme 1. Choisissons v = x,, un autre vecteur propre de A de norme 1, associé
a la valeur propre A’. Alors,
(Hess f(x))v,v) =2 (A" = A).

Si A n’est pas la plus petite ou la plus grande valeur propre de 4, il suffit alors de choisir A’ valeur
propre strictement inférieure puis supérieure a A, et on montre que 'expression ci-dessus peut
étre strictement négative ou positive selon le choix de v. On en déduit que x, est un point-selle.

EXERCICE VIII (extrema liés)

Déterminer les points les plus proches et les plus éloignés de l'origine (s’ils existent) de la
courbe d’équation x° + y® = 1. On illustrera la réponse a ’aide d"un dessin.

Corrigé de I'exercice

Onnote H = {(x,y) € R? | h(x,y) = 0} avec h(x,y) = x® +y® — 1. Les points de H les plus proches et
éloignés de l'origine sont respectivement solutions des problemes

inf J(x,y) et sup J(x,y), avec  J(x,y) = d((x,y),(0,0))* = x> +y*
(x,y)eH (X,}/)EH

L'ensemble H est compact (en effet, il est fermé en tant qu’'image réciproque du fermé {1} par la fonction
continue (x,y) +— x° + y°, borné car pour tout (x,y) € H, |x|] < 1et|y| < 1 et inclus dans R? de



dimension finie) et | est continue sur R? car polynomiale. Par conséquent, les deux problémes ci-dessus
admettent une solution.

Caractérisons-la en écrivant les conditions d’optimalité. Ona: Vh(x,y) =0 < (x,y) = (0,0) ¢ H, donc
les contraintes sont qualifiées en tout point. Soit (x,y), une solution de l'un ou l'autre des problemes
ci-dessus. D’apres le théoréme des extrema liés, il existe A € R tel que V] (x,y) = AVh(x,y), soit

2x = 6AX° x(1—3Ax%) =0 (x,y) = (0,+1), A =1
=61y << y(1-30y4) =0 &< ou (xy) =(£L0),A=3
x4y =1 x4yt =1 ou  (x,y) = (2716, +2-1/6) ~ (+£0.89,40.89), A = 2

Or, J(0,£1) = J(41,0) = let J((£271/6,4271/6)) = 2.271/3 ~ 1.59. Par conséquent, le probleme infy; |
a pour solutions (0, £1) et (£1,0) et I'infimum vaut 1, tandis que le probleme sup;, | a pour solutions
(£271/6, 4£271/6) et I'infimum vaut 2.271/3,

-0.5.7

1
S

Courbe x° + =1

EXERCICE IX (problemes d’optimisation avec contraintes, théoreme de Kuhn-Tucker)

Une entreprise fabrique deux modeles de petites voitures, les modeles X et Y. Le modele X, le
plus abordable, se vend a 1 € piece. Quant au modele Y, beaucoup plus sophistiqué, il se vend
a 3 €. Le cotit de fabrication, exprimé en €, est donné par la fonction suivante :

C(x,y) = 5x* 4 5y* — 2xy — 2x — 1000.

ol x est le nombre de petites voitures du modéle X et y est le nombre de petites voitures du
modele Y. On suppose que les jouets fabriqués sont tous écoulés sur le marché.

Dans tout I’exercice, on notera C; = (IR*)2.

1. Soit (x,y) € C,. Déterminer le profit P(x,y) réalisé par I'entreprise lorsqu’elle a vendu
x jouets de modele X et y jouets de modele Y.

2. Etudier la convexité de la fonction P sur C., .

3. La capacité de production de I'entreprise est au total de 20 jouets par jour. En supposant
que l'entreprise tourne a plein régime, trouver la répartition optimale entre les modeles
de type X et Y permettant de maximiser le profit quotidien. Calculer dans ce cas le profit
réalisé.

Indication : dans cette question et la suivante, on ne tiendra pas compte des contraintes (pourtant
naturelles) “x > 0” et “y > 0”. On expliquera pourquoi cela ne change en réalité rien.



. Le conseil d’administration de 1’entreprise s’interroge sur la pertinence de vouloir pro-
duire a pleine capacité. Il se demande s’il ne peut pas augmenter le profit en produisant
autrement. Pouvez-vous aider le conseil d’administration?

Corrigé de 1’exercice

. Le profit est la différence entre le gain et le cotit de production, donc P(x,y) = x + 3y — C(x,y),
puis
P(x,y) = —5x% — 5y 4 2xy + 3x -+ 3y + 1000.

2 -10
De plus, étant symétrique réelle, la matrice hess P est diagonalisable de valeurs propres A et A»
telles que Ay + A, = Trhess P = —20 et A;Ap = det(hess P) = 96. On en déduit que A; et A, sont
strictement négative et P est donc concave sur ‘R?.

. P étant C®, on peut étudier sa convexité a l’aide de sa hessienne. Onahess P(x,y) = <_10 2 ) .

. La contrainte sur la capacité de production s’écrit x + y = 20. On est donc amené a résoudre le
probleme d’optimisation sous contrainte supy,, ) _o P(x,y) avec h(x,y) = x +y — 20. Puisque P

est quadratique et strictement concave, —P est coercive (cf. cours), et I'ensemble {(x,y) € R? |
h(x,y) = 0} est un fermé de dimension finie (image réciproque de {0} par / qui est continue).
Par conséquent, le probléme précédent a une solution.

Etudions les conditions d’optimalité (qui sont donc des CNS). Puisque pour tous (x,y) € R?,
Vh(x,y) # 0, les contraintes sont qualifiées en tout point. Le théoréeme des extrema liés fournit
alors l'existence de A € R tel que VP(x,y) = AVh(x,y), soit

—10x+2y+3=A 10
—10y +2x+3=A ;}{A:y%
x+y=20 B

On obtient ainsi la répartition optimale de voitures X et Y a produire et le profit réalisé vaut

P(10,10) = 260.

Remarque : en théorie, il faudrait également ajouter les contraintes x > 0 et y > 0. Cependant,
puisqu’elles sont naturellement vérifiées a 'optimum, on constate a posteriori qu’il n’était pas
nécessaire de les inclure dans le calcul.

- Le probleme queI’on peut résoudre afin de satisfaire le conseil d’administration devient supy,( xy)<o P (x, ).

L’existence s’obtient par le méme argument. Etudions les conditions d’optimalité. Le théoréme
de Kuhn-Tucker fournit I'existence de y < 0 tel que

_}8xi§yigzy x=y =g (x,y) = (10,10) 77
— y X :;,{ x,y = , ,y:_
x+y <20 = x =10 (:){011 (x,y)z(%,%),,uzo

u(x+y—20) =0 ur+y—20)=0

Or, P(10,10) = 260 < P(3,3) = 8% ~ 1001.125. En conclusion, compte tenu des cofits de

production, il est préférable de moins produire de voitures X et Y et les proportions optimales

sont (x,y) = (3,3).

EXERCICE X (méthode du gradient)

. Soit n € IN*. On désigne par (-, -) le produit scalaire euclidien de R". Soit A € S;/ " (R),
b € R" et c € R. On considere le probleme d’optimisation quadratique

ig}f(](x) avec J(x) = %(Ax,x> et K={xeR"|(x,b)=c}.

Proposer une approche numérique de résolution que vous décrirez tres précisément. On
explicitera notamment 1'étape de modélisation et I’algorithme retenu.



2. Soit k > 0. On définit sur IR? la fonction appelée Rosenbrock banana, par la relation

flay) = (x—1) + k(x> —y)*.

On souhaite minimiser f sur R? a 'aide de la méthode du gradient a pas optimal & partir
de l'initialisation xy = (0,0).

Décrire cet algorithme. Montrer qu’il existe un choix optimal de pas a la premiere itéra-
tion et qu’il appartient a |0, 1[. De facon plus générale, comment feriez-vous pour déter-
miner numériquement le pas optimal & chaque itération?

A votre avis, quel type de probléme numérique rencontre cet algorithme lorsque k prend
des valeurs trop grandes?

Corrigé de I'exercice

1. Une possibilité est de traiter la contrainte & I’aide d"une pénalisation, en traitant le probleme sans
contrainte :

inf Je(x) avec Je(x) = J(x) + %((x, b) — c)z,

x€R"
oll le parametre ¢ est choisi petit. On peut alors mettre en ceuvre une méthode de gradient sur ce
probleme. De plus, V] (x) = Ax + 2({x,b) — c)b. L'algorithme s’écrit alors :
- on se donne p € R, a priori assez petit et une initialisation x(0
- poser k=0
tant que (H x(k+1) H >e) (k < kmaxy .
calculer dK) = —vj(xk
poser x(k+1> = x(k) +pd(k)
fin tant que
2. Onpose X = (x,y). L'algorithme du gradient a pas optimal s’écrit :

- on se donne une initialisation X(O)

- poser k=20
tant que HX(k—H k)‘]R2 £) et (k < kmax)
calculer d) = —Vf(X(k))

calculer p(k) = argm'mf(X(k) 4 pd(k))
poser Xk+1) = x(k) +p(k)d(k)
fin tant que

Choix optimal du pas a l'iteration 1 : on calcule :

Vi(x,y) = (Z(X j%ktx%kf(;)z y>> etdonc Vf£(0,0) = <02> .

Puisque

f((0,0)" = pV£(0,0)) = f(20,0) = (20 = 1)" +16ko",
le pas optimal est solution du probleéme infyeg ¢(p) avec ¢(p) = (20 — 1) + 16kp*. On vérifie
aisément que cette fonction est coercive sur R qui est fermé de dimension finie, donc le pro-
bleme précédent a une solution. De plus, les points critiques de ¢ résolvent I’équation 2(2p —
1) + 64kp3 = 0. Or, en tant que somme de deux fonctions strictement croissantes, la fonction p —
2(20 — 1) + 64kp® est strictement croissante, vaut —2 en p = 0 et I'équation 2(2p — 1) + 64kp® = 0
possede donc une unique solution sur R qui est de surcroit positive. Cette solution est donc la
valeur du pas optimale du pas. Notons d’ailleurs que d’apres le théoreme des valeurs intermé-
diaires, cette solution est dans |0, 1].
De fagon plus générale, on peut implémenter numériquement un algorithme de dichotomie ou
de la section dorée pour résoudre le probleme p¥) = argmin f(X*) + pd®)) (probleme d’opti-
misation de dimension 1).



Lorsque k prend des valeurs trop importantes, on rencontre des soucis numériques car le terme
k(x* —y)? est prédominant devant le terme (x — 1)2. Donc, numériquement, tout se passe comme
sion résolvait inf, g (x? — y)? au lieu du probléme souhaité (on dit alors que le probléme est
mal conditionné, ce qui dépasse largement le cadre de ce cours).




