Fiabilité
Fiabilité d’'un matériel
1. Introduction
> La fiabilité est I'étude de la durée de vie d'untémeel.
» Ce chapitre étudie la variable aléatoire qui & ubhagatériel, associe son temps de bon fonctionner@en
espérance mathématique et la moyenne des temmmderiztionnement oM TBF.

» L’analyse d’'un échantillon permet de justifier quegte variable aléatoire suit une éiponentielleou une loi de
Weibull.

T désigne la variable aléatoire qui, a tout digjifdgié au hasard, associe stamps de bon fonctionnementTime
Between Failures) ou sa durée de vie avant undldétze.
Pour simplifier, nous choisissons comme originetde®s l'instant t = 0 ou le dispositif choisi BBs en marche, soit pour
la premiére fois, soit aprés une réparation quidiais a neuf.
Alors T mesure ainsi l'instant ou apparait la pegmdéfaillance d'un dispositif pris au hasard damp®pulation considérée,
a partir de l'instant t = 0.

2. Fonction défaillance. Fonction de Fiabilité.
T est une variable aléatoire continue a valeursipesiet possédant une densité de probalbilité

t
Définition 1 : La fonction défaillance est définie paF{t) = P(T < t) =J. f(t)dt pourt= 0.
0
F(t) est la probabilité qu’'un dispositif prélevémsard dans la population considérée ait unelidéiee avant I'instant t.

Définition 2 : La fonction de fiabilité est définie paR(t) = P(T> § =1- F(t) pourt= 0 R(t) est la probabilité qu'un
dispositif prélevé au hasard dans la populatiorsiciEmée n’ait pas de défaillance avant I'instant t.

» F est la fonction de répartition de la variableatdée T.
» En anglais fiabilité est traduit pegliability.

Estimation de F(t) et de R(t) :

2.1 Méthode des rangs bruts F(t;) =N
n

2.2 Méthode des rangs moyenB(t;) =i
n+1
-0,3
2.3 Méthode des rangs médian§ (t) _n-=o°
n,+0,4

EXERCICE : Une usine produit des machines. On étudie la ftéldle 25 de ces machines dés leur mise en service.
Pour cela on reléve leur temps de bon fonctionnéidF) en I'absence de toute réparation.

TBF en [0;100] ]100,200] ]200,300]| ]300,400] ]400,500] T5600] | ]600,700]| ]700,800]
jours

Nombre de 6 6 5 3 0 1 2 1
défaillances

TBF en 1800,900] | ]900,1000]

jours

Nombre de 0 1

défaillances

Notons N le nombre de machines non défaillantes jusquéstant ti ;

R = Z—é (avec la méthode du rang brut) est la propodi@machines non défaillantes jusqu’a I'instant ti ;

Fi =1 — R est la proportion de machines défaillantes atéinsti .
On obtient le tableau suivant :
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ti (en 0 100 200 300 400 500 600 70( 80D 9d0 1000
jours)
Ni 25 19 13 8 5 5 4 2 1 1 0
R |1 |19 (1831815051402 0111 °
25 25 | 25 | 25 | 25 | 25 | 25 | 25 | 25
2| o | 6 | 12|17 | 20| 20| 21| 23| 24 | 24| |

25 | 25 | 25 | 25 | 25 | 25 | 25 | 25 | 25

Définition 3 : MTBF : Soit T la variable aléatoire qui, a chaque matéaissocie son temps de bon fonctionnement.
LaMTBF (Moyenne de§emps deBon Fonctionnement) est I'espérance mathématique deE[T) = MTBF.

3. Taux d'avarie ((ou taux de défaillance )
Dans I'exemple précédent, le taux d’avarie dedimalle [200,300] est la proportion de machinestgmibent en panne dans
cet intervalle de temps, par rapport a celles tpieét en état de bon fonctionnement au début gérade. C'est a dire :
N,-N, 13-8
- = =0.38.
N, 13

038

L'unité du temps est le jour, on trouve le tauxvdide moyen dans l'intervalle [200,300} = 0,0038 on dit

0C-20C

gue 0,38% des machines tombent en panne par jour.

Définition 4 Taux d’avarie moyen entre les instants t et t+lest égal a :

nombred'éléments tombés en panne entre Ismims t et + |
nombre d'éléments en état de marche a linstant t

C’est la probabilité pour qu’un dispositif en &gt marche a l'instant t, tombe en panne entrenkants t et t+h. Donc
P<T<t+h _ Ht+R-HKY)_QA-Reh-@1-R)__RY- Rt h
P(T>1Y R(Y R R})

R(H-Rt+ h

Définition 5 Taux d’avarie moyen par unité de temps On divise par I : R()x h

Taux d'avarie instantané A (t) a l'instants t : On calcule la limite lorsque h tend vers 0

. RM-R+H _ . R#h- RX, 1 _- RX
M —"rpn -lim h R) R)

dou :

R()

Définition 6 Le taux d’avarie instantané a instant t d’'un matériel est la fonction A &finie par: |A(t)=- R(Y

ou R est la fonction fiabilité de ce matériel.
Conséguences Si la fonction A est connue, la résolution de I'équation différenélle linéaire du premier ordre sur un
intervalle convenable : R' (t) + AR(I) = 0 donne la fonction de fiabilitéR du matériel.

On peut alors en déduire la fonction de défaillanc€, puisqueF(t) = 1 - R(t), qui est la fonction de répartition de la
variable aléatoire T ; puis la densité de probabilitéf de la variable aléatoireT : F'(t) = f(t).

Remarque: Expérimentalemetit) est une courbe en baignoire.

pannes

d'usure Yy,

Fiabilité 2 N. Makni



4. MTBF : Moyenne des temps de bon fonctionnement
C'est I'espérance mathématique de la variableatéal définie au départ

+00 . X
MTBF =E(t) = .[0 tf (t)dt =X|IrT1wJ.0tf (t)dt.

Elle représente I'espérance de vie du dispositif.

Loi exponentielle

La loi exponentielle est la loi suivie par la vllmaléatoirel lorsque le taux d'avarie est constant.
Pour toutt > 0 on a/(t) = A constante strictement positive.

Pour toutt=0:
Fonction de fiabilitétR(t) = &

Fonction de défaillancef(t) =1- e M
Densité de probabilitéf (t) = et

1

y =R(t)

SIS

MTBF : E(T) =

ST

Ecart type : o(T) =%

L égalité R(t)= ™ est équivalente 1 R(t) = In(e™) ; INR(t) = -At.

Posons Y = InR(t), on obtienY = —At.
Donc les points de coordonnées (t ; Y) tracés tam#me repére orthogonal sont alignés sur unéedpassant par O(0 ;0).

On estime que T suit une lois exponentielle si, ppun grand échantillon, les points connus de coomhnées
(ti ; InR;) construit dans un repére orthogonal sont approxirativement alignés avec l'origine.

L'utilisation de papier semi-logarithmique pourn&genteR(t) permet de déduire si une loi est exponentielleau 8'il
. . . 1 . . _

s'agit d'une loi exponentielle, MITBF =; est l'antécédent d&’ = 0,368

Utilisation du papier semi-logarithmique

Reprenons I'échantillon des 25 machines observépsemier paragraphe, pour savoir si T suit uneipionentielle.
Les la couplegt; ; R) obtenus sont les suivants.

i; 0 100 200 300 400 500 600 700 800 90D

R 1 0,76 0,52 0,32 0,20 0,20 0,16 0,08 0,04 0,04

Pour savoir si les points de coordonnées In R) construits dans un repére, orthogonal sont adigoa utilise du papier
semi-logarithmique. Sur un tel papier, les ordosméarquées y ont en réalité pour valeur Y = Iny.
Le papier semi-logarithmique est constitué de bamdemodules identiques de hauteur In10 (dednalln 10) .

Soit a=1 etp un entier quelconque. Puisque IN{d0” ) = Ina +p In 10, on passe du point de coordonngem(a 1C"))
au point de coordonné€s, Ina) par une translation gemodules.
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De sorte que chaque module contient les pointsldsrirdonnées varient de In(]l.Op) a In(10.16)
Le tableau précédent s’écrit :

t 0 100 200 300 400 500 600 700 80( 90D

R [100.10° |76.10° |52.10° |32.10% |20.10° |20.10° |16.10° |8.10° |4.10° |4.10

Portons les points de coordonnées marq(tgds;) sur le papier semi-logarithmique; deux modulefisant, car la
plus grande valeur prise par a est 100. Le nuadégmints obtenu est presque rectiligne, ce quiresse a estimer
que T suit une loi exponentielle.

La droite D a tracer a pour équation Y =At . Elle passe donc par l'origine 0 du repére. Notgpus les
coordonnées de O sart 0, Y = 0. C'est donc le point marqué (0; 1002%@ar In(100 . 17) = In(1)= 0.

Construisons une droite passant au plus prés dets gy nuage de points et par O.

1 1
Pourt = —, on obtientY = —/1.% = —1. Donc laMTBF = — est 'abscisse du point D dont I'ordonnée est

marquéel—(e)o 102 =368107, car|n(lT(3O 107%)=-1

On obtient% =280, dou A = 0,0036.

100 .

0|

5]
5]
9
\N)

]_](:;—2"7E EEEmEaD ZESE SEEAEEEE i b=
100 200 300 400 500 600 700 800 200 1000

Utilisation de la calculatrice
On peut également calculer une équation de laeddijustement des 10 points de coordonngen(® ) et du
point (0 ; 0) , par la méthode des moindres caf@svérifie que le coefficient de corrélation est - 0,99. Ce qui

confirme que les points sont presque alignés.
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In R =-0,0037 + 0,05€

— ~—0,0037%+ 0,56 — ~—0,003% 0,056 0,056
Ontrouve :R=¢€ R=e¢ X e or € =1

Donc R=€%®"  donc A=0,0037 e¢ MTBF 2% =270 jours.

@Loi de Weibull (mathématicien suédois )

Weibull a choisi une loi sous forme de puissance avec@mpzres qui permettent d'obtenir les diversesisins :
décroissante, constante et croissante.

Définition :  On dit quda variable aléatoire T suit la loi d&eibull lorsque son taux d’avarie est :

-1
B(t-y\’
Aty =—| — pourt > y; B vy, nsont des constantes ayge 0; 77 > O;
n\n
J estle paramétre de repérage qui fixe I'instapaidir duquel on étudie la fiabilité.
Si )= 0: on étudie la fiabilité des la premiere uéitisn de la machine.

Si ) > 0: on étudie la fiabilité un certain temps apeepremiére utilisation de I'appareil.

Conséguences :
On retrouve, pour tout> y

t—y d
Fonction de fiabilité: R(t) =exp —(—j
n
t—-y A
Fonction de défaillance: F(t) =1-exp —(—J
n

_ \B1 _N\B
Densité de probabilitéf (t) = g(tTVJ exp _(tTyJ car F'(t) = f().

On retrouve la MTBF et I'écart type a l'aide dddalfvoir formulaire)

MTBF: Anp+y et o =Bnp

L'utilisation du papier imaginé par Weibull pouprésentefF(t) permet de déceler une loi de Weibull. Les points de
coordonnéest(; F(t;) ) sont alignés lorsque= 0. on retrouve alors graphiquement les valearg et den

Exercice ( BTS maintenance)
On étudie la durée de vie d'un certain type de amsapts électriques fabriqués par une usine.

On désigne par T la variable aléatoire qui, a chaumposant , prélevé au hasard dans la populasisocie sa
durée de vie exprimée en mois.

Aprés une étude statistique, on admet que T siot e Weibull de paramétres :
y=0, B=24 =50
Déterminer MTBF = E(t) eU(T) :
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Déterminer graphiquement les paramétre de la loi d&Veibull :

Exemlllo

Les durées de vie de 9 appareils sont les suivantes :

152 ;245 : 310 ; 405 ; 500 ; 570 ; 660 ; 785 ; 910 (en heures)
= Préparation des données.

On va présenter dans un tableau les valeurs de /(1) ¢

|

Nombre de défaillances | 1 | 2 [ 3 [ 4 | 5 [ 6 I EEEE
MBS () s, B 152 ' 245 | 310 | 405 | 500 | 570 | 660 j 785 | 910
1 T 0 [ 20 (30| 40| 50 | 60 | 70 | 80 | 90
- R Rl A Rl e

+ On place sur le papier de Weibull les points de coordonnées (1, F'(1)).

On constate que le nuage de points est rectiligne, on peut estimer que la fiabilité suit

une loi de Weibull de parameue y = 0.
» Délermination des parametres ffet 1.

On trace la droite d'ajustement 20 du nuage. 0 coupe I'axe horizontal (noté 77 sur la

feuille) au point d abscisse 600 done 1 = 600,

On trace la droite 207, parallele & 90 et passant par O. %7 coupe 'axe vertical X = ~1

(noté A sur la feuille) au point d’ordonnée 1,8 done 3= 18.

( |8
' ('(m(i )

2.0 - 1.0 In 0.0

009 i ] [ i ' i [ '

R(r)=exp

99.0

90,0=

70,0~
50,0=

04 05 0.6 048

A0.0=

é

20.0=

e cumul

Q|

10.0-

Pourcenta,

5.0

3,0

2.0
1,0

0,5 |

B

0,2 0.3 04 0506 | 2 3 4 5

0.8

4]

g 10
Variable ¢
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I\V) Fiabilité d'un systéme en fonction de ses conspats

1V.1 Constituants en série

Tous les constituants sont nécessaires au boridaneiment du systéme.

Pour que le systeme fonctionne il faut que tousdesstituants fonctionnent.

La durée de vie T du systéme est donc définiegeelation :

R@®) =Prob(T>t) =Prob{T,>t et ,>t et. ..etT>t}

=Prob {(Ty>t)n (To,>t)n

Si les systémes sont indépendants alors :

o (Ta>t))

Rt)=Prob (T >t).Prob (L >t).. ... Prob (T,>1)

1.2 Constituants en paralléles

Le systéme ne sera défaillant que si tous les itoasts sont défaillants.

La durée de vie T du systéme est donc définiegeelation :

Ft) = Prob(T<t) =Prob{T, <t et T,<t et. ..etJ<t}

=Prob {(Ti<t)n (Tost)n. ..n (T, <t}
EXERCICES
Exercice 1 (corrigé)
Taux de défaillance (ou taux d'avarie)
t; 500 1000 | 1500( 2000 2500 3000 4000
nombre d'éléments 13 9 6 4 2 1 0
Entret; ett,, le nombre d'avaries ddt — N, = 2.
Le taux d'avarie entrigett, est N3 - :E = 1
3 6 3
Entret, etts, le nombre d'avaries a@df — N5 = 2.
. Ngs-N
Le taux d'avarie entrg etts est— 2 :%
4
Taux moyen d'avaries par unité de temps:
0,
t,—t3=500: Le taux d'avarie étant de 33,3%, le taoyen sera%)-~~ 0,07%
0,
ts —t, =500 : Le taux moyen se%%E 0,1%

Exercice 2 ( BTS maintenance)

L’équipe maintenance a relevé durant une annéemegs de fonctionnement, en heures, entre deuvagég|
consécutifs d’'une des machines de conditionnendesthouteilles et a obtenu les temps de bon fonwiment,

rangés par ordre croissa80:; 50 ; 90 ; 130 ; 170 ; 230 ; 300 ; 410 ; 580.

1) A l'aide de la méthode des rangs moyens, complétetbleau suivant :

TBE 30 50

90

130

170

230

300

410

580

F(t)

R(t)

Yi=InR(t))

2) Déterminer le taux d’avarie moyen entre S00et la 416G™ heure.

Fiabilité
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Exercice 3 ( BTS maintenance)
Des piéces métalliques de forme parallélépipédsque fabriquées par des machines pour lesquediegie des
temps de bon fonctionnement, exprimés en moisdwiba la fonction de fiabilité R telle que :

R(t) = (0, 05t+ 1" .

1)
2)

3)

Calculer R'(t). Etablir le tableau de variation Resur I'intervalle[0;+00[
Calculer & 16 prés :

a) La probabilité qu'une machine fonctionne plus devidfls.

b) La probabilité qu'une machine tombe en panne ausotel la 1°année.
Sachant que la MTBF est donnée par la formule :

MTBF = [R@)dt = [im [ R(t)dt

[7—>+ooo

a
Calculer & l'aide d’une intégration par partids, = .[ R(t)dt.
0

En déduire la MTBF. ( On rappelle g} a€ > = 0)

a — +oo

Exercice 4 ( BTS maintenance)

L'usine « Mécanix » est spécialisée dans la falidoale piéces métalliques.

Les durées de vie , en jours , de 9 piéces utiidéas des conditions semblables ont donné lelatssu
suivants :

53 ;112 ;178 ;255 ; 347 ; 458 ; 600 ; 805 ; 1jthfts.

1) A I'aide de la méthode des rangs moyens, complétbleau suivant :

2)

3)

4)

TBF

F(t)

R(t)

Yi=InR(t))

a) Tracer le nuage de points M( ti ; R(ti) ) sur dpiea semi-logarithmique. En déduire que la variable
aléatoire mesurant la durée de vie des piecesisitoi exponentielle. Déterminer graphiquement la
MTBF.

b) En déduire les parameétres de cettedmisi qud’expression de R(t).

a) A l'aide de la calculatrice, déterminer le coeffict de corrélation entre y et t puis une équatieray +
b ; de la droite d’ajustement.

b) En déduire I'expression de R(t) en remplacanttar leurs valeurs respectives arrondies api@s.
Déterminer graphiqguement et par le calcul I'instgutl la fiabilité d'une piéce est 75 %.

Exercice 5 ( BTS maintenance)
Une usine fabrique des engrenages. Le service d#anance a relevé leurs durées de vie en usuébéaée.
Les résultats sont consignés dans le tableau sbdes

Durée de vie en heures 250 350 400 510 550 600 75800

F(t) en pourcentage 3 11 18 4( 50 633 91 96

F(t) est le pourcentage d’engrenages hors servicelatégt

1)

2)
3)

4)

A l'aide du papier de Weibull justifier que la varialaléatoire qui prend pour valeurs la durée dele®
engrenages peut étre ajustée par une loi de Welbétibrminer les parameétre de cette loi.

Calculer la MTBF et I'écart type de cette loi de it

Déterminer graphiquement, puis par les calculengs au bout duguel 30% des engrenages sont
défaillants.

Une transmission mécanique comporte une sérieodedngrenages identiques dont les durées de vie
suivent la loi précédente et fonctionnent de fagdastiques.

Quelle est la probabilité que la durée de vie dalsysteme soit au moins de 300 heures ?

Fiabilité
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Exercice 6 ( BTS)

Sur 24 appareils observés pendant une année,ée leks nombres de jours de bon fonctionnemenastsv.
101 ;144 ; 179; 209 ; 236 ;262 ; 287 ; 310 ; 3387. Les autres appareils continuant a foncgonn
normalement a l'issue de cette année :

1) En utilisant la méthode des rangs moyens, compitableau suivant :

TBF t,
F(t)

2) Déterminer a I'aide du papier de Weibull les paraesde la loi de Weibull ajustant cette distriboti

3) Calculer la durée moyenne des temps de bon fometiment pour une défaillance admise de 80%.

4) Déterminer graphiquement et par les calculs lbaldité qu'un appareil fonctionne plus de 300 psans
défaillance.

Exercice 7 ( BTS)

On a relevé durant une période de 500 heures &edle vie de 19 éléments identiques et on a ledabl
suivant :

Durée de vie [0;1200] ]100,200 ]200,300] ]300,400]]400,500]
Nombre 4 4 3 2 1
d’éléments
défaillant

Fiabilité 9

Les autres éléments continuant a fonctionner a1 d® ces 500 heures.
1) Alaide de la méthode des rangs moyens, complétebleau suivant :

TBF t,
F(ti)
R(t:)
Yi=InR(t,)

2) a) Tracer le nuage de points M( ti ; R(ti) ) surpipier semi-logarithmique. En déduire que la \@Beia
aléatoire mesurant la durée de vie des élémerntarsaiioi exponentielle. Déterminer graphiquemariiTBF.
b) En déduire les paramétre de cetteaaisi qud’expression de R(t).
3)a) A l'aide de la calculatrice, déterminer le coeffict de corrélation entre y et t puis une équatieray+ b ;
de la droite d'ajustement.
b) En déduire I'expression de R(t) en remplacant asparaleur arrondie a T(®rés et en remplacarft jgar
sa valeur approchée a 0,01 prés par exces.
4) Déterminer graphiquement et par le calcul I'instgioi la fiabilité d’'une piéce est 50 %.
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Exemple Les durées de vie de 9 appareils sont les suivantes :
152 ;245 ; 310;405 ; 500 ; 570 ; 660 ; 785 ; 910 (en heures)
e Préparation des données.
On va présenter dans un tableau les valeurs de F(7) :
Nombrededéfaillances | 1 | 2 | 3 [ 4 | 5 [ 6 | 7] 8] 9]
TB.F. (1) 152 | 245 : 500 | 570 | 660 | 785 | 910
.n‘ T T T T T T . | e
Fl)=—— en % 10 | 20 S0 | 60 | 70 | 80 | 90
Wanep _L i
* On place sur le papier de Weibull les points de coordonnées (7, F'(1)).
On constate que le nuage de points est rectiligne, on peut estimer que la fiabilité suit
une loi de Weibull de paramétre y = 0.
» Détermination des parametres [ et 1.
On trace la droite d’ajustement % du nuage. % coupe I’axe horizontal (noté 1 sur la
feuille) au point d*abscisse 600 donc 1 = 600.
On trace la droite 90°, parallele a 9 et passant par O. %’ coupe I'axe vertical X = -1
(noté B sur la feuille) au point d’ordonnée 1,8 donc = 1.8.
1.8
; :
R(1) =exp ﬁ(—-> ;
600 .
~20 —10 AT 1.0 2,0
099 1 1 el L 1 1 I 1 1
99.0
90,0-
70,0 03
50,0~
30.0-
w
2 20,0-
&
£ 10.0-
5
E
~ 5.0
3.0
2.0
1.0
0.5
0.3
0,2
0,1 |
0.1 0,2 03 04 0506 038 1 2 3 4 5 6 8 10
Variable ¢
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