Exercices de Mécanique

B Cinématique : repéres, bases, trajectoires et mouvements

J Méthode 1.— Une base locale (comme la base cylindrique) est définie :

- en un point M de l'espace (« localement », donc!)

- par rapport a trois directions orthogonale fixes du repére cartésien dans lequel
on travaille.

=» Il faudra donc toujours représenter en premier le repére cartésien (une origine
O, trois axes Ox, Oy et Oz qui doivent étre orientés par une fléche, et les trois
vecteur unitaires e, e_ﬁ, €, correspondants) avant de dessiner la base locale au

point M.

Ex-M1.1] Base locale cylindrique

Recopier les trois schémas suivants. Y faire apparaitre les trois vecteurs de la base cylindrique et
les coordonnées cylindriques correspondante. Exprimer, dans cette base locale,le vecteur position

= . — ’ 212 . Y ,
OM, le vecteur vitesse vy et le vecteur déplacement élémentaire dOM. Rép. : cf. p. 3.
z Vuedansle
Retenir : Hq
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m

Ex-M1.2 | Base locale sphérique

Meémes questions qu’a ’exercice précédent dans le cas de la base locale sphérique. Rép. : cf. p.3.

Retenir : Pour ce qui concerne la base sphérique, nous en aurons besoin en 2¢ période, un peu

en Mécanique, beaucoup en Electrostatique et Magnétostatique.

=¥ donc : la comprendre des a présent et y revenir plus tard de soi-méme si besoin.
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Ex-M1.3 | Mouvement circulaire uniforme : g

Un « disque vynile 33 tr », placé sur la platine du tourne-
disque, effectue un mouvement de rotation uniforme & raison
de 33 tours par minute. Calculer :

1) sa vitesse angulaire de rotation, sa période et sa fré-
quence ;

2) la vitesse et les accélérations (normale, tangentielle et

totale) d’un point M a la périphérie du disque (rayon R = MAIG DANG LE MEME
TEMPS LE POINTSUR LE 8OAD
].5 Cm) . DU DISOUE BARCOURT UK
. . y R PLUS GRAND CERCLE - 1k WA
3) méme question pour un point M’ tournant a r = 5cm e O enX

du centre du disque.
Rép.: 1) w=3,5rads'; f=0,55Hz; T=1,8s.

2) v:O,52m.s_1;an:1,8m.s_2;at:();a:«/a?+a,21.
3) vV =0,17m.s7';a, =0,6 ms2;a, =0;ad =d,.
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Conclusion :

S’il y a une chose a retenir de cet exercice, c’est que ’accélération d’'un
mouvement uniforme n’est pas nulle si la trajectoire n’est pas une droite.
Autrement dit :

Seul le mouvement rectiligne uniforme possede une accélération nulle.

Ex-M1.4) Q.C.M. sur I'accélération :

Pour chacune des questions, indiquer les propositions exactes :

1) Le vecteur accélération d’un point M :

a) est égal a la variation de la vitesse par unité de temps;

b) est égal a la dérivée par rapport au temps du vecteur vitesse instantanée;

c) possede, lorsqu’on ’exprime dans une base orthonormée, des coordonnées obtenues en dérivant
les coordonnées correspondantes du vecteur vitesse.

2) Le vecteur accélération d’un point M en mouvement rectiligne accéléré est :

a) toujours porté par la trajectoire;

b) de méme sens que le vecteur vitesse ;

¢) toujours de valeur constante.

3) Le vecteur accélération d’un point M se déplagant sur une trajectoire curviligne est :

a) tangent a la trajectoire;

b) dirigé vers 'intérieur de la trajectoire;

c) nul si la vitesse de M est constante.

4) L’unité de mesure de I’accélération est : a) m.s? b) m?.s? c) m.s~2. Rép.: cf. p.3.

Ex-M1.5] Relation vitesse-position :

Un mobile décrit la partie positive de 'axe (Ox) avec une vitesse de la valeur v(t). La loi de
vitesse v(t) est liée & I’équation horaire () par la relation 2 = av?, avec a une constante positive.
Le point matériel quitte 'origine O de I'axe a 'instant ¢ = 0.

Déterminer la loi horaire x(t) sachant que x(¢) est une fonction croissante du temps.
2

, t
Rép. : z(t) = o

Ex-M1.6 ) Poursuite en mer

Deux navires se trouvent sur le méme méridien, A étant au nord de B et & une distance dy. A
se dirige vers l'est a la vitesse v4 et B vers le nord a la vitesse vg. La courbure de la surface
terrestre est négligée et les vitesses sont constantes.

1) Déterminer la distance minimale entre A et B.

2) Quelle direction B doit-il prendre pour rattraper A avec un mouvement rectiligne uniforme ?
Déterminer la durée de la poursuite.

U124 do
R : 1) duin = dog| 52y 2) 7= ——L
v+ Vg v% — v

Ex-M1.7 | Mouvement elliptique (= Cf Cours M7)

L’équation polaire d’une ellipse avec origine au foyer est : r = P
1+ ecosf
ol p note le paramétre et e, I’excentricité de 1’ellipse.
1) Pour un satellite, P est le périgée et A est I’ apogée. M
— Déterminer les expressions de rp et 4. 4 F' c 0 .

2) Sachant que le mouvement est tel que r20 = cste = C, o P
déterminer 1’expression de @ sur la base (e, 6_9)). Cette \_/
expression sera donnée en fonction de la seule variable 6.

. T 3 , .
3) Déterminer v en 6 = 0, 5’ , T Représenter, en chacun de ces points, v, €, et eg. En

quel point de la trajectoire la vitesse est-elle maximale ? minimale ?

in@ 1 0 Cc?
Rép.: 2) T =C (esm o + o e‘é) 3 3) 0P =0l +uf = —(1+ ¢ +2ecos0).
P P P
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__ Solution Ex-M1.1

M a pour coordonnées (r, 6, z) dans le référentiel R d’origine O et de Base locale (e, g, €5 )
(base « locale » = base définie en M) :

OM =re, + ze, VR = e +rleg + Ze; dOM = dre, + rdfeg + dze,

Rque : Une B.O.N.D. vérifie la « régle des trois doigts de la main droite » =¥ alors vérifiez-le
avec la votre, de main droite!

— - = — — = — - =
er X eg = e, eg X e, = e, e, X e, = eg
H z & Vuedansle .
S . Vue de dessus 24 'plandelaporte” €z
\\\\\\ M ee y
z \I —
L oer €p e
| M
e - I . r ®
o/ ¥ i % &
ex S~ - i y I 5]
X 9 ‘\\i/%, ZH e X
m

__ Solution Ex-M1.2

M a pour coordonnées (r, 0, ¢) dans le référentiel R d’origine O et de Base locale (e, ég, e,)
(base « locale » = base définie en M) :

OM = re, VR = 16 + rfeg + 7 sin Opeg dOM = dre, + rdfe; + rsinfdype,

Rque : Une B.O.N.D. vérifie la « régle des trois doigts de la main droite » =¥ alors vérifiez-le
avec la votre, de main droite !

— = — = =
Er

— = — —
er X eg = € eg X e, = ey €y X €. = €9
H “Z . Vuedansle
RN er Vue de dessus "plandelaporte” -
M y
. 0
1 . —
o/ i& % \m_>
gt . r &
o/ Y ! & b
Xy e Y o0®
X ¢ Tl ya ex X
m

__ Solution Ex-M1.4

1.b) (la réponse c) n’est vraie que lorsqu’on exprime I’accélération dans la base cartésienne; elle
est fausse si on travaille dans la base polaire)); 2.a) ; 3.b) ; 4.c)

Ex-M1.8 | Dépassement d’un autocar

Sur une route rectiligne Oz, une voiture (1) de longueur /; de vitesse v; double un autocar de
longueur L et de vitesse V. En face arrive une voiture (2) de longueur /s a la vitesse vy. Quelle
distance minimum D entre 'avant de la voiture (1) et ’avant de la voiture (2) permet a la voiture
(1) de doubler ? A.N. avec Iy =ly =4 m, L =20 m, v—vy = 90 km.h = et V = 72 km.h~L.

gadripcsi@aol.com http ://pcsi-unautreregard.over-blog.com/ 3
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Ex-M1.9] Vitesse moyenne et vitesse maximale

Un automobiliste parcourt une distance d = 1,25 km sur une route rectiligne. Son mouvement
est uniformément accéléré, puis uniforme, puis uniformément retardé. L’accélération a est égale
en valeur absolue & 0 m.s™2 ou & 2,5 m.s~2 et la vitesse moyenne vaut 75 km.h ™!

Déterminer la vitesse maximale de ’automobiliste.

, a.d a.d \? 1 1
Rép : Vpax = —— — —a.d=25m.s =90 km.h

2Vmoy 2Vmoy

Ex-M1.10] Spirale et base polaire

Un point matériel M parcourt avec une vitesse de norme constante v la spirale d’équation po-
laire : 7 = af . Exprimer en fonction de 8 et de v le vecteur vitesse de M dans la base polaire.

v
Rép.: U = — (& +0eg).
P ARl

Ex-M1.11] Mouvement hélicoidal (*)

Soit I’hélice droite définie en coordonnées cylindriques par A
les équations : r = R et z=hb e
et orientée dans le sens @ croissant (soit i cste>0).

L’origine de la trajectoire du point M est en z = 0.

1) Déterminer les équations de I’hélice en coordonnées car-
tésiennes.

2) Le point M parcourt I’hélice & une vitesse constante v.
a) Déterminer les vecteurs vitesse et accélération en fonction
de R, h et v.

b) Montrer que I'angle o = (e5, v') est constant.

En déduire 'hodographe du mouvement. X

Ex-M1.12 ]| Mouvement cycloidal (**)

Une roue de rayon R et de centre C roule sans glis-
ser sur 'axe (Oz) & vitesse angulaire w constante
tout en restant dans le plan (Oxz). Soit M un point
lie & la roue situé sur la circonférence. A l'instant
t =0, M se trouve en My(x = 0, z = 2R). Les mou-
vements sont étudiés dans le référentiel Rassocié au
repére (O, €y, €, €, ).

1) Comment exprimer la condition « la roue ne
glisse pas » 7

---,
. s N
1

[

\

\

580

2) Déterminer les coordonnées z¢ et z¢ de C a 'instant t.

3) Meéme question pour M.

4) Etudier la trajectoire définie par le systéme d’équations paramétriques (z(6), z(6)) avec § =
wt. La tracer pour 0 € [-47; 4m7].

_ 6
5) Calculer la vitesse vp/g du point M & I'instant ¢. Exprimer sa norme v en fonction de ‘ cos 5‘

En déduire ’hodographe du mouvement.

6) Calculer 'accélération W du point M & l'instant ¢. Exprimer sa norme en fonction de R
et v. Calculer numériquement cette norme de 'accélération dans le cas d’un point périphérique
d’un pneu de voiture roulant & 130 km.h~! sur une autoroute (R = 35cm).

7) Déterminer W et W lorsque M est en contact avec 'axe (Ox).
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__ Solution Ex-M1.8

Il est nécessaire de faire deux sché-
mas de axe Oz on, sur le pre- |4 [

mier, on fait apparaitre les posi- %Vl V24_@

tions des trois véhicules au début | |

du dépassement (l'origine O étant t=0 v D X
l’avant de la voiture (1) coincidant,
at =0, avec I’arriére du bus qu’elle L

dépasse) et ou, sur le second, on re-

présente les positions des véhicules DD

a la fin du dépassement dans la si- [ X
. . . t=t;

tuation la plus critique, la voiture

(1) se rabattant in extremis.

En utilisant les propriétés du mouvement rectiligne uniforme, on écrit les équations horaires des
différents points : on note x1 les abscisses relatives & la voiture qui double, xo celles relatives a
la voiture qui arrive en face et X celle relatives au bus. On note 'indice AV pour 'avant d’un
véhicule et AR pour I'arriére de ce véhicule.

r1,4av = vit Xay =Vt+ L To Ay = —vot + D
r1,AR =vit — i Xap =Vt To AR = —vat+D + 1o
A la date t ¢ de la fin du dépassement, 'accident sera évité si :
:{ b= L+
{xLAR =Xy N {Ultf—ll :th—i-L N {I f v, —V
x <z vt < —wvgt + D
1,AV 2,AV 1 2 . D>v1+v2(L+l1):240m
l V1 -V

— Solution Ex-M1.12
1) Condition de roulement sans glissement : CopC = Ol < vt=RH < v=RI=Rw.

xc = R(0+sinf) = R (wt + sinwt)

— [ zc = RO = Rwt
2)|o¢ { zoc =R (14 cosf) = R (1 + coswt)

— —_— —
3) | OM =0C+CM {
zc=R

4) z(0) est une fonction périodique paire

de période 27 et x(0+427) = x(0)+27R : il o |0 2 n 3n/2 o
suffit donc d’étudier z et z sur 6 € [0, 27]. X®2R @ R @ |0 @ R O
Le rest(? de la courbe se déduisant par . R(1+n/2)/ R RG2-1) _21R
translation de 2w R selon (Ox) et par sy- x(8) 0 _—
métrie par rapport & Oz si on veut tracer

' R
M(z(0),2(0)) sur 0 € [—4m, 47]. z(®) 20R © © 0] ® R @ ;)R
On étudie d’abord 2(0) \R R/

/

2'(0) = R(1 + cosf) T~ |0
Z'(6) = —Rsiné

On pose € = 0 — 7 pour étudier la tangente

a la courbe au point de paramétre 6 = 7. z(6)

Le cceflicient directeur de la tangente a la
courbe est : p = dz _dzdf _ 2'(0)
P A T a8 e P (9)

—Rsin(m4+¢€)  sine 0 o 21R 3R x(ej

P= R(1 +cos(m+¢€)) 1—cose
. sin € € 2 .
— Donc p(6 = ) = lim ~ — — o0 : la tangente en 6 = 7 [27] est verticale :

e—01—cose €2/2 ¢
on dit que la courbe présente un point de rebroussement en 6 = 7.
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5) Upyr = |4 =|Rw(l+coswt) = | Rw(1+ cosh)
z —Rw sin wt —Rwsin 6 37/2]
Cl : L'hodographe du mouvement est donc un cercle de Vz
centre (Rw,0) et de rayon v = Rw.
De plus : .
v3, = 3?2 + 22 = R2w2.2(1 + coswt) = 4R?w? cos? 3 0 R 2R®
L3 Vx
7 [x] 02 Jo  [16=0]
— UM:2Rw\COS§| R4
6) @ /g = | —Rw?sinwt = —w? | Rsinf
—Rw? cos wt Rcost [7/2]
—
— E)M/'R = *W2CM
)
Soit : a = wv = ik A N.:a~3,7.103m.s72.
7) Pour 0 =7 : WM/R =0 et E>M/R = Rw?e].

B Dynamique newtonienne

Ex-M2.1] Cube superposés (1)

Soit trois cubes (1), (2) et (3) posés I'un sur 'autre, 'ensemble reposant sur le

sol (S). On note F1_ Daction de (1) sur (2), par exemple. )
— Calculer : Fy_.o, F3_,5 et Fg_3. 3)
Données : mj = 100 g; mo = 200 ¢g; m3 = 400 ¢g; g = 10,0 m.s 2.
Rép.: Filo=mig=10N; Fs_p=(mi+mg)g=30N S

Fg_,3 = (m1+m2—|—m3)g: 7,0 N.
Rq : Les expressions littérales peuvent sembler intuitives : mais, ici, on de les établir par un
raisonnement (élémentaire, certes, mais raisonnement quand méme!)

Ex-M2.2 | Ccefficient de frottement

Une bille de masse m = 120 g tombe dans un o(m - s)
fluide. On a enregistré sa vitesse (norme) v en
fonction du temps.

1) Quelles sont les différentes phases du mou-

vement 7 2

2) Donner une valeur approximative du temps /

caractéristique 7 de ce mouvement. 1 //’

3) Quelle est la valeur limite de v (notée |/ 1(s)
Vtim) ? 0 02 04 06 08 10 12 14 16 18
4) En négligeant la poussée d’ARCHIMEDE et en prenant 7 = —kv (k> 0) comme force de

frottement, établir I’équation différentielle satisfaite par v.

5) En déduire 'expression de vy, en fonction de m, k et g.

6) Calculer la valeur de k.

Rép : 2) 7 ~ 0,4 s (cf. «méthode de la tagente»); 4/5) cf. COURS; 6) k =~ 0,29 kg.s~!
(attention aux unités!; cf. Cours).

Ex-M2.3 ] Profondeur d’un puits

Pour mesurer la profondeur d’un puits, Mimir laisse tombe rune pierre du bord du puits et
chronomeétre la durée qui s’écoule jusqu’au moment ot il entend le bruit de I'impact de la pierre
au fond du puits (il a pris soin de placer son oreille & hauteur du bord du puits). La durée mesurée
est At = 2,6 s. — Calculer la profondeur A du puits.

On négligera les frottements de lair sur la pierre et ’équation en h sera résolue numériquement.
Données : g = 9,81 m.s~2; célécité du son dans l'air : ¢ = 340 m.s~!.
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2h h
Rép: At=,/— + —;dou: h=~31m.
g c

Ex-M2.4 ] Anneau glissant sur un cercle

Un anneau ponctuel M de masse m est enfilé sur un cercle

fixe de centre O et de rayon b placé horizontalement dans z
le plan (Ozy). g
A Vinstant ¢ = 0, une vitesse initiale v’y tangente au cercle
est communiqué & 'anneau qui glisse alors sans frottement
le long du guide. y

—
— Déterminer les composantes de la réaction R du guide 8 >
circulaire sur ’anneau. X

Point soumis a une force centrale et a une force de frottement fluide

Un point matériel M de masse m se déplace sur un plan horizontal (on suppose la réaction du

plan normale au plan). M est lancé a partir de My, de coordonnées cartésiennes (0, yo) et est

soumis & la force F = —aOM et & une force résistante 7 = —bw (aet b sont des constantes

positives).

1) Etablir en coordonnées polaires, les équations différentielles du mouvement de M.

2) Dans le cas on 0=w= cste, déterminer w et I’expression de r en fonction du temps.

Rép : 1) Systéme? référentiel 7 bilan des forces ? projeter le P.F.D. dans la base cylindrique;
2

2) r(t) = yoexp <—2b;> et w =]+ — b

m  4m?2’

Ex-M2.6 ] Chute libre d’une tige

Une tige rectiligne AB verticale de longueur | = 80 c¢m, lachée avec une vitesse initiale nulle,
tombe en chute libre dans le vide. Elle passe au cours de sa chute par un trou ménagé dans une
plaque horizontale de faible épaisseur. Quand son extrémité inférieure A atteint le trou, sa vitesse
est v = 5m.s~ L.

1) A quelle distance h de la plaque se trouvait initialement le point A ?

2) Quelle est la vitesse v’ de la tige lorsque son extrémité supérieure B sort du méme trou ?

3) Quelle est la durée T du passage de la tige a travers le trou ?

Rép: 1) h=1,25m;2) v =6,4m.s1;3) T=0,14s.

Ex-M2.7 | Point matériel reliés entre deux res-

sorts horizontaux

Le référentiel terrestre est supposé galiléen. Un point
matériel M de masse m est attaché a deux ressort
(1) et (2) horizontaux de raideurs ki et ks, et de
longueurs & vide lg; et lpo reliés a deux points fixes
A et B distants de (lp1 + lo2).

Le point M glisse sans frottement le long de 'axe
(Ozx) a partir de sa position d’équilibre. Il est repéré
sur cet axe par son abscisse x = OM.

1) Justifier la position d’équilibre en O du point M.

2) Etablir ’équation différentielle du mouvement de M. En déduire la période T des oscillations
et la raideur k du ressort équivalent a cette association.

3) A linstant ¢ = 0, le point matériel est abandonné sans vitesse initiale du point My d’abscisse
xo. Déterminer I’équation horaire du mouvement z(t).

2
Rép: 2) T'= T _on m_. 3) z(t) = xocos(wpt).

wo ki + ko’
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