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CHAPITRE |

Rappels et compléments mathématiques

1.1 Exercices

1.1.1  Opérations sur les vecteurs

On donne trois vecteurs A(3,2v/2,v/3), B(2,v3,v2) et C(1,2,2).

1. Calculer les normes ||A|, || B|| et ||C||. En déduire les vecteurs unitaires @4, ip
et ¢ des directions, respectivement, de A, B et C.

2. Calculer cos(tia,uR), cos(iip, tc) et cos(uc, U a), sachant que les angles sont com-
pris entre O et 7.

3. Calculer les composantes des vecteurs €1 = g Atc, €o = Ug Nt et €3 = UgNUB.
4. En déduire sin(@a, Up), sin(ip, ic) et sin(@a, Uc). Vérifier ces résultats en utili-
sant la question 2.

5. Montrer que €1, €3, €3 peuvent constituer une base. Cette base est-elle orthogo-
nale, normée ?

1.1.2 Différentielle et dérivée d'un vecteur unitaire

Soit R(O, i 7 E) un repere cartésien et considérons la base sphérique (€, €y, €,).
1. Exprimer les vecteurs de la base sphérique dans la base cartésienne.
2. Calculer
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Rappels et compléments mathématiques

3. En déduire deé,., déy et dé, dans la base sphérique.

4. Montrer que les différentielles des vecteurs de la base sphérique peuvent se mettre
sous la forme

dé, = dtANE, déy = diANEy dé, = diNE,

en précisant I'expression du vecteur rotation O des vecteurs de la base sphérique
par rapport a R. Déduire les dérivées par rapport au temps des vecteurs de la
base sphérique par rapport a R.

-

5. On considere la base cylindrique (€}, €,,k) . Quel est son vecteur rotation par
rapport a R 7 En utilisant les résultats précédents, calculer la dérivée par rapport
au temps des vecteurs de la base cylindrique par rapport a R.

6. Considérons un vecteur V = Vi€ + Vyép + Vi €,. En utilisant les résultats précé-
dents, calculer la dérivée par rapport au temps de V' par rapport a R

1.1.3 Déplacement élémentaire

On se propose de traiter dans cet exercice le déplacement élémentaire dans les trois
systemes de coordonnées, cartésiennes, cylindriques et sphériques et ce en utilisant les
résultats de I’exercice 2.

Considérons un repere cartésien R(O, i, j, k). Soient (é'p,é;,,lg) et (€, €p, €,) respective-
ment les bases cylindrique et sphérique. Soit M un point repéré par 6?\7[ par rapport a
R. On considere un déplacement infinitésimal de M en M’ tel que M’ est trés proche de

hire —
M. On note alors le déplacement élémentaire par OM' — OM = dMM' = dOM

— — - — —
1. Dans le repére cartésien, OM = xi + yj + zk. Calculer le déplacement dOM par
rapport & R dans la base cartésienne.

2. Rappeler le vecteur rotation de la base cylindrique par rapport a R. Partant de
OM = pe, + zE, calculer le déplacement dOM par rapport a R dans la base
cylindrique.

3. Rappeler le vecteur rotation de la base sphérique par rapport a R. Dans la base
sphérique OM = ré,., calculer le déplacement dOM par rapport a R et ce dans
cette base.

1.1.4 Tube cathodique

On étudie le mouvement des électrons dans le tube cathodique d’un osilloscope. Les
électrons arrivent en O avec une vitesse 7y = vi et traversent les plaques de déviation
P, et P, de longueur [. Les électrons sont soumis entre les plaques de déviation a une
accélération uniforme 7y = 70; et sont déviés, figure ci-dessous. L’écran est a la distance
D = 51 de la sortie des plaques. On exprime dans le reste de I'exercice les grandeurs
vectorielles dans la base cartésienne.

la vitesse de la particule & la sortie des plaques est ¥4 et fait un angle « avec i
L’accélération des électrons entre les points A et E est nulle.
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1.1 Exercices 5

1. Etablir les équations horaires du mouvement
des électrons entre les plaques de déviation,
x(t) et y(t). En déduire I'équation de la tra-
jectoire y = f(z).

2. Calculer la vitesse des électrons au point A,
U4, en foncti/og de vg,l et . En déduire

angle o = (i, 74).

3. Quelle est la nature de la trajectoire des élec-
trons entre A et E£? En déduire les équations , ,
horaires z(t) et y(t). Déterminer la déviation ) D=5
0 en fonction de vy, [ et vg.

1.1.5 Exercice

Un véhicule, que ’on peut considérer comme un point matériel M, se déplace par
rapport a un référentiel R(O, xyz) avec un mouvement de translation uniforme de vitesse
V(M/R) telle que |V(M/R)| = v. Le véhicule roule sur une bosse dont le profil peut

étre représenté par y = f(x). On s’intéresse au segment de la route [A, B].
1. Calculer la vitesse V(M /R) en fonction

de & et de la dérivée premiere f'(z) =

df (z)/dx par rapport a x. y
2. Calculer l'accélération ¥(M/R). En dé-

duire que la composante de 'accélération

selon Oy peut se mettre sous la forme e
v2 f// ( x)
WM/R) = e J
ﬂ
f"(z) étant la dérivée seconde de f(z) par A © B x

rapport a x.

1.1.6 Opérations sur les vecteurs : une autre approche

L’objectif de cet exercice est de reformuler les expressions des opérations vectorielles en utilisant la
fonction de Kronecker (5,,']‘ et le tenseur de Levi-Civita €;j5 . Les indices i, 7, k € {1, 2,3} étant donné

que 'on travaille dans un espace vectoriel de dimension 3.

1. la fonction de Kronecker est définie par

s o1 sii=j
Y010 si non

2. Le tenseur de Levi-Civita est défini par

1 si (2,7, k) €{(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2) }

0 si au moins deux indices sont égaux
€ijk =
-1 si (i7j7 k) e{(17372)7(27173)7(37271)}
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On considere un repere R muni de la base orthonormée (€1, €3, €3). La propriété d’or-
thonormalité de la base se traduit par €; - €; = d;;, qui seront utilisés dans la suite
de Dexercice, sauf mention contraire. Soient trois vecteurs A(ai,as,as), B(b1,ba,b3) et

—

C(Cly Co, 63)‘

1. Montrer que le produit scalaire A-B= > ie1.3 @ibi.

2. Sachant que la i*™® composante de AANB peut s’écrire comme suit (/_f A é)z =
Z?,k:l €ijka;by, en déduire que

fT/\ g = Z Eijkajbkgi-
/[:7j7k
3. Montrer que le produit mixte
A- (B A C) = Zeijkaibjck.
i7j7k

4. En utilisant le résultat de la question 2, montrer

— — —

ANBAC) = (A-C)B—(A-B)C
5. Montrer que
(AnB)-(GnB) = (4-C)(B-B)-(4-5)(5-¢).
1.1.7 Exercice : Opérations sur les vecteurs

On donne les trois vecteurs V;(1,1,0), V5(0,1,0) et V3(0,0,2).

1. Calculer les normes ||Vi|, |[Va| et ||[Vs]|. En déduire les vecteurs unitaires @y, @
et U3 des directions respectivement de Vi, V5 et de V3.

2. Calculer Cos(ﬁ?,\@), sachant que ’angle correspondant est compris entre 0 et .

3. Calculer ¥ - Uy, Uy A U3 et ¥ - (0o AT3). Que représente chacune de ces trois
grandeurs ?

1.1.8 Exercice : Différentielle et dérivée d’un vecteur unitaire

Considérons la position d'un point M dans le repere R(O,zyz). Soient (;, 7, E),
(€p, €y, k) et (ér,€p,€3) respectivement les bases cartésienne, cylindrique et sphérique
associées a ce repere.

Le tenseur possede les propriétés suivantes, que l'on ne va pas démontrer

Z €ijk€ijl = Okt et Z €ijk€itm = 0510km — OjmOki.

1,7 7
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1.1 Exercices 7

1. Calculer

oe, 08, ok

—+£ = et —.

dp 7 Op o
2. En déduire de, et de, dans la base cartésienne.

3. Montrer que les différentielles des vecteurs de la base cylindrique peuvent se
mettre sous la forme

dé, = dtQNE, et dé,=dtQNE,

en précisant I’expression du vecteur rotation Q des vecteurs de la base cylindrique
par rapport a R. Déduire les dérivées par rapport au temps des vecteurs de la
base cylindrique dans R.

4. Quel est le vecteur rotation de la base sphérique par rapport a R ? En utilisant
les résultats de la question précédente, déduire les expressions de

de;. dég deg
a0 @ @

1.1.9 Exercice : Mouvement rectiligne

On effectue un test d’accélération sur une voiture arrétée au départ (vitesse initiale
vo = 0). La route est rectiligne.

1. La voiture est chronométrée a 20s au bout d’une distance D = 140m.
1-a) Déterminer 'expression de l'accélération -, suposée constante.
1-b) Déterminer I'expression de la vitesse vp atteinte a la distance D.

2. Calculer la distance d’arrét L pour une décélération de 8ms™2 ?

1.1.10 Exercice : Excés de vitesse

Un conducteur roule & une vitesse constante vg = 120 km h ~! sur une route récti-
ligne dépassant la limite autorisée. Un gendarme a moto démarre a I'instant ol la voiture
passe & sa hauteur et accélere uniformément. Le gendarme atteint la vitesse 100 km h —!
au bout de 12s.

1. Quel sera le temps nécessaire au gendarme pour rattraper la voiture ?
2. Quelle distance aura-t-il parcourue ?

3. Quelle vitesse aura-t-il atteinte ?
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1.1.11 Exercice : Mouvement circulaire uniforme

Considérons un satellite géostationnaire en mouvement circulaire uniforme autour
de la Terre sur une orbite de rayon r. Il est soumis a une accélération v = gg (%)2, ol
go = 9.81m s™2 et R = 6400 km , le rayon de la Terre. La période de révolution du
satellite est égale a la période de rotation de la Terre sur elle méme.

1. Calculer la période T de rotation de la Terre en secondes. En déduire la vitesse
angulaire €.

2. Déterminer 'altitude de I'orbite géostationnaire.

1.1.12 Exercice : Mouvement sur une ellipse

Un point matériel M se déplace sur une ellipse N
Ve . /7 /. 2 2
d’équation en coordonnées cartésiennes Ly + %—2 =1,

voir figure ci-contre. la direction de OM par rapport a
I’axe Ox est repérée par 'angle . L’équation horaire
du mouvement de M peut se mettre sous la forme
x(t) = zpcos (wt + ¢) et y(t) = yosin (wt + 1) ou 'on
suppose que w est une constante. A l'instant ¢ = 0,
M se trouvait en M.

1. Déterminer zq, ¢ et ¥. En déduire yyg.
2. Déterminer les composantes, et ce dans la base cartésienne, de la vitesse (Z,7) et
de Paccélération (7).

——
3. Montrer que 'accélération peut se mettre sous la forme ¥ = —kOM ou k est a
déterminer.
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1.2 Solutions 9

1.2 Solutions

1.2.1 Corrigé 1 : Opérations sur les vecteurs

1. Soit un vecteur V = (v1,vs,v3). On sait que la norme est donnée par ||V| =
\/ > i—1.3v2. En appliquant ce résultat aux trois vecteurs ff(?), 2,v/3), 5(2, V3,V2)

et 6(1,2,2) , on obtient

1A = V3242243 =4
— 2 2

IB| = y@2+»@ +V2 =3
IC = V12+422422=3

On sait que le vecteur unitaire uy de la direction du vecteur 17, est définie par
dy = V/||V]|. De la méme maniére, en appliquant ce résultat, on obtient

=%
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2. Pour déterminer les cosinus des angles entre les trois vecteurs pris deux a deux,

nous utilisons la définition du produit scalaire suivante A- B = || A||||B||cos(4, B),
ce qui donne

— —

Ea. A-B
COS(A,B) = — =
| Al B
_ 3><2—|—2><\/§+\/§><\/§
- 4x3
~ 0.993
de méme
e B.-C
COS(B,C) = =
|BII[IC]
2x14V3x2+V2x2
N 3x3
~ 0.921
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et enfin
cos(C,A) = %
ICIITIAT
_1x342x2+2x43
B 3 x4
~ 0.872

3. On sait que les composantes du vecteur produit vectoriel entre upg et u¢c sont

données par

€, = ipANig
V3 2 2 1 2 1
_ 3 3| _| 3 3 3 3
- < V22 |7 V2 o2 0| VM3 2 )
3 3 3 3 3 3
(2(v3=V2) V2-4 4-3
9 9 79
de méme
€y = Uc NUgp
2 1 1 3 1 3
_ 3 2 |3 4 g 1
< 2 V3 | 2 V3 |0 2 1 D
3 4 3 4 3 2
~(2v3-2) 6-v3 1
N 12 7 12 73
et
€3 = UgNiUp
1 V3 3 2 3 2
2 3 _ 4 3 4 3
V3 A2 V3 V2 )l 1 V3
4 3 4 3 2 3
\/i 3 2v/3 —3v2 43 -3
12 12
4. Calculons sin(uA,uB) On a
€3]] = [|@allll@p|[sin(@a, Wp) = sin(da,up) = |&l|

~ 0.1198

puisque 44 et #p sont unitaires. On utilise la méme démarche pour les autres

angles :

sin(ip, ic) = |é = 0.3886
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et
sin(ic, @a) = |@] = 0.4895

Pour vérifier ces derniers résultats, on utilise les cosinus de ces mémes angles déja
calculés auparavant et on trouve

\/1 - COSQ(_'A/,\_’B) = 0.1181 =~ |les||
1— COSQ(JE:,\"C) = 0.3896 =~ ||e1 ||
\/1 - cos%ﬁﬁfl) = 0.4895 =~ ||es|

ce qui vérifie bien que les angles calculés dans cette questions sont les mémes que
ceux calculés dans la question 2.

5. Pour qu’une famille de vecteurs constitue une base, il suffit

— que le cardinal de la famille, c’est a dire le nombre de vecteurs de la famille,
soit égal a la dimension de I’espace vectoriel en question, et qui est dans notre
cas 3. Ce qui est vérifié pour (€7, €5, €3) ;

— et que la famille soit une famille libre, c’est a dire que tout vecteur peut étre
écrit comme combinaison linéaire de ces trois vecteurs. Pour démontrer cette
propriété, il suffit que les trois vecteurs ne soient pas coplanaires et donc leur
produit mixte soit différent de zéro. Calculons alors le produit mixte

2(vV3-v2)  2(+v/3-2)  2v2-3

9 12 12
— — — _ _ _ —4
€1-(EaNnes) = \/59 4 6 15/5 2\/5123\/5 ~3.410
4—/3 1 4v3-3
9 3 12

et qui est donc différent de 0. D’ou les trois vecteurs forment une famille libre.
On en déduit que (€1, €3, €3) forment une base.

6. Elle n’est pas orthogonale car les produits scalaires entre ces vecteurs pris deux a
deux ne sont pas nuls. Elle n’est pas non plus normée car les vecteurs de sa base
ne n’ont pas une norme égale a l'unité.

1.2.2 Corrigé : Différentielle et dérivée d’un vecteur unitaire

Soit R(O, i, j, k) un repere cartésien et considérons la base sphérique (€, €p, €,).
1. Exprimons les vecteurs de la base sphérique dans la base cartésienne :

—

e = cosOk + sinfé,
= cosOk + sinf(cospi + singy)
= cospsinfi + simpsin@j + cosOk.
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nous sommes passés par le vecteur €, de la base cylindrique.
De méme, pour €y, nous avons

—

€p = —sinfk + costle,

= —sinfk + cosé?(coscpz—i— singy)
= cosypcosfi + sinpcost] — sindk.
et finalement
€p = —Singpz+ COSng

2. Calculons les dérivées partielles suivantes sachant que les vecteurs de la base
cartésienne sont fixes :

¢, . 5 o
;‘; = cospcosfi + sinpcoshj — sindk;
et
¢, o R
ero_ —singsindi + cospsindy;
ol
et
e, . o -
% = —cospsinfi — sinpsindj — cosbk;
et
e, R S
o _ —singcos#i + cospcosfy;
dp
et
0é,
=% —_
o0
et
oe,

= —cospi — singj.

dp
3. Pour établir la différentielle de chacun des vecteurs de la base, on a

0e.  oe
gz, = 2rg94 %y
¢ 20 VT 9,

= <cosgocosﬂz—i— singocos@f — sinHE) do + (—sinng%— Cosgpf) sinfdy

= dbey + sinfdypel,
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De la méme maniere, on établit la différentielle de éy comme suit

0€y O€y
dey = —di+ —d
e o0 VT 9,
= <—Cosgpsin9;— singpsin@f — COSHE) db + (—Singpcosﬂ?—i— COSQDCOSH}) dy

= —dbé, + cosfdpe,

et finalement

08, e
ge, = Leggy %
R 20 " T o,

= dyp (—COSQD;— singoj)
= —dype, = —dy (sinfé, + cosep) .

de

4. Pour cette question, il suffit de faire apparaitre les différentielles des vecteurs de
la base sphérique sous la forme demandée. On a k = cosfle, —sinféey, ce qui donne
k A €. = sinfe,, k A €y = cosbe, et €y = €, A €., ainsi on peut écrire

de, = dfe, A&, + dok A&,
— (atbe, + k) A&,
= dtOAE,
avec (1 = éé;, + ¢>l§.
De méme, on a
deg = —dbe, + costdype,
d9é, N & + dpk N &
= At NEp.

Finalement, reprenons la différentielle de €, :

de, = —dt¢ (sinfée, + cosbep)
= —dty (sinféy N €, — cosbe,. A e,)
= —dt¢ (sinféy — cosbe,) A e,
= dtpk Neéy,
= diANeé,

Les dérivées par rapport au temps s’obtiennent facilement en divisant par dt :

dr| _Qae Yl —gae e
ar =QANE, =QONéy T

R

—dAé,.
R
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5. Considérons cette fois-ci la base cylindrique. Le seul angle qui varie est ¢, d’ou
le vecteur rotation de la base cylindrique par rapport a la base cartésienne est
Q = ¢k. En appliquant les résultats précédents, on obtient

deé, P . o

d_tp = ¢k ANE, = pe,
R

dé, L7

d—f = ¢k ANeé,=—pe,
R

dk

il - 0

dt
R

6. Soit V = V,&, + Vo€p + V,€,. Sa dérivée par rapport au temps est

L . L L A
_ %gﬁdx*ﬁdg VO Ve NG+ VNG,
_ d;’gﬁd;f*ﬁd; &, + N (Vi + Vody + V7))
— %aerf*ﬁd;e@JrﬁAV.

qui reste une relation générale.

1.2.3 Corrigé : Déplacement élémentaire

Considérons un repere cartésien R(O, i, j, k). Soient (€p, €y, k) et (€, ¢, €,) respec-
=

tivement les bases cylindrique et sphérique. Soit M un point repéré par OM par rapport

a R. On considére un déplacement infinitésimal de M en M’ tel que M’ est trés proche

L e e
de M. On note alors le déplacement élémentaire par OM’' — OM = dMM' = dOM

1. La base cartésienne est fixe et donc la dérivée de ces vecteurs par rapport au
temps dans R est nulle. D’ot1, le déplacement élementaire dans cette base est

da?\? = dai+dyj + dzk.

2. Le vecteur rotation de la base cylindrique dans R est 0= gblg. Ceci peut étre
démontré facilement en explicitant la base cylindrique dans la base cartésienne.
Le déplacement élémentaire dans cette base est

dO—]\>4 = d <pé'p + zE) = dpée, + pde, + dzk
= dpé, + pdih N €, + dzk
= dpé, + pdpk N, + dzk = dpé, + pdpé, + dzk

Contact: elkacimi@uca.ma Département de Physique - FSSM 2015/2016
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3. Pour ce qui est de la base sphérique, le vecteur rotation est 0= éé'g, + gplg =
0e, + ¢ (coshé, — sinfep).
Ainsi pour le déplacement élémentaire dans cette base, on trouve

dOM = d(ré,) = dré, + rdé,
= dre, + rdtQ A e
= dré, +r(dOé, N é, + do [coshe,. — sinfeg| A €;.)
= dré, +r(dféy + dpey,)
= dré, + rdféy + rdpsinde,

1.2.4 Corrigé 4 : Tube cathodique

Nous étudions dans cet exercice le mouvement des électrons dans un tube cathodique
d’un oscilloscope, voir figure ci-dessous. Les électrons partent du point O avec la vitesse
Uy = vog, ce qui implique que les composantes de la vitesse a I'instant initial selon Ox et
Oy sont respectivement v, = vy et vgy = 0. La vitesse a un instant quelconque t sera
notée T(t) = vyi + v, ol v, = dy,/dt et v, = dry,/dt.

De méme, 'accélération des électrons entre les deux plaques est 7 = o1 = Yzl + vyf,
ce qui implique que I'accélération selon Oy est v, = 7o alors que selon Oz, elle est nulle

Yz = 0.

1. Pour établir les équations horaires z(t) et y(¢) du mouvement des électrons entre
les plaques, nous partons de I'expression des composantes de ’accélération

dvg

o ’yx:0:>/dv$:O=>vx:Cte:>vx:vox.

Contact: elkacimi@uca.ma Département de Physique - FSSM 2015/2016
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De cette derniere relation, on déduit ’équation horaire

dzx

i vx:v0x2>/dx:v0$:>x(t):v(]xt+Cte

la constante est détermimée a partir des conditions initiales, z(t = 0) = z¢ = 0,
ce qui implique z(t) = vg,t.
On procede de la méme maniere pour 1’équation horaire y(t)

dvy

i vy:70:>/dvy:70:>vy:70t+0te

or vy(t = 0) = vgy = 0 ce qui implique que la constante est nulle et v, = ~ot.
Pour y(t), sachant que y(t =0) =0,
dy

1
p vy = Yol = /dy = voy/tdt = y(t) = —70252.

2

On en conclut que les équations horaires du mouvement des électrons sont

{x(t) = ot

y(t) = 3yot?

Pour déduire I’équation de la trajectoire, il suffit de substituer ¢ dans I’expression
de y par son expression en fonction de z, sachant que ¢t = x /vy

= — t = ——
Yy 2'70 21}8.%.

qui est I’équation d’une parabole de sommet O.

2. Calculons la vitesse des électrons au point A, situé a la sortie des plaques, x4 = [

—

VA = UgAl +vyaj
= woi+0taj

ou t4 est le temps mis par les électrons pour atteindre le point A, t4 = [/vg ce
qui donne

L > [~
v = voz—i—ﬂ]
Vo

Pour déduire «, il suffit de projeter ¥4 sur 'axe Ox, d'une part, et d’utiliser la
définition du produit scalaire de U4 par i, d’autre part

—

UA -1 = vy (projection sur 7)
= lvalcosar  (définition de @4 - 7)

— COS(¥ =

l\

=
N
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or
272 272
_ 2., 0 7
[Gal = yJvg+ =5 =voy /14—
Yo Yo
ce qui donne
1
o = arccos
212
1+ L
v

3. L’accélération des électrons entre les points A et E est nulle ce qui implique que
le mouvement est rectiligne uniforme. Dans la suite, on considere les équations
horaires entre les deux points A et E sans I'expliciter. En effet

dvy

= 0= u,(t) =K
T vz (t)

—

or vy (ta) = U4 -1 = vp ce qui implique que v, (t) = vy. De méme

dx

dt
et on détermine la constante sachant qu’at =t4 on a x = x4 = [, ce qui donne
x(t =tg) =1 =wvta+ K = K =1—wvptg or t4 = l/ug ce qui implique
k=1— vyt 0 et

vo

= vy =v) = z(t) = vt + K

z(t) = wot

lequel résultat est prévu car le mouvement selon Ox est uniforme entre O et E.
On procede de la méme maniere pour 1’équation horaire y(t) :

dvy

o 0= vy(t) =K

or vy(ta) = Ua j= Z}—?}l ce qui implique que

vy(t) = 'Z)—%l De méme

dy Yol Yol
2 = =L =yt = L+ K
dt Y Vo y( ) Vo +
et on détermine la constante sachant qu'at =t4 on ay = ys = %’yot?A = %’m%.
Ainsi
ol
y(t=ta) = ya= Z}_OtA‘i’K
ol 1 2 ol 1 1 2
= K=ya-— LtA =5%73 — LI —57 3
U 2 g Vg Vg 2 g
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ainsi I’équation horaire y(t) s’obtient comme suit

I 1 72 l 11
yt) = Lt yyy =12 <t— ——)
0 2 ’UO Vo 2UO

Pour déterminer la déviation ¢, il suffit de reprendre I'’équation horaire y(t) &
linstant t = tp = L = 6L .

0 vo
Yl (61 11 11 yol?
0 = t= =—|——— | =—=—.
y( E) Vo <U0 2U0 2 ?}g
1.2.5 Corrigé
y
y=f(x)
M
A © B X

Nous nous intéressons au segment [A, B] de la route dont le profil est décrit par
y = f(x), comme indiqué dans la figure ci-dessus.

— 5 R
La position de M est repérée par OM = xi + yj, étant donné que le mouvement a lieu
dans le plan (Ozy).

1. La vitesse du point M s’exprime dans le repere cartésien comme suit

dﬂ?—,»

V(M/R)

-

E’L‘i‘
Ti +

@—z
dt
dy dx -

dx dt
& <E+ f'(x)j) .

Contact: elkacimi@uca.ma

Département de Physique - FSSM 2015/2016



1.2 Solutions 19

2. Calculons l'accélération (M /R) :

F01/R) = & (T4 f@7) + i f )]

T @) + di ()]

ce qui donne pour la composante de 'accélération selon Oy
W(M/R) = &f'(z)+ i f"(x).

Pour réexprimer v, (M/R) comme demandé, il suffit de remarquer que

?}2

2 _ .2 ” 2 _
v =i (14 fP(z) =& = % /2(2)

dt it \ 1+ /2(z)
s 90i = mi (L)
de \ 1+ f?(x)

—v () f"(x)
(1+ /()

En remplagant & et & par leurs expressions dans celle de y,(M/R), on obtient

e R
YW(M/R) = (1—|—f’2(x))2 + 1+ f2(z)
_ vZf//(x)
(1+ f2(2))°

d’ou I'expression recherchée.
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1.2.6 Corrigé : Opérations sur les vecteurs : une autre approche

Rappelons les définitions de la fonction de Kroneiker d;; et du tenseur de Levi-Civita
€;j% en mettant I’accent sur le fait que les indices sont des entiers qui prennent les valeurs

de 1 a 3.
la fonction de kroneiker est définie par

5 — 1 sii=3j
Y10 si non

Le tenseur de Levi-Civita est défini par

0 si au moins deux indices parmi les trois sont égaux
€ijk = 1 si (4,7, k) €{(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2) }, c’est a dire les permutaions circulaires de (1,2,3)
-1 si (4,4, k) €{(1,3,2),(2,1,3),(3,2,1)}, c’est & dire les permutations non circulaires de (1,

Le tenseur possede les propriétés suivantes, que ’on ne va pas démontrées

E €ijk€iji = O la sommation est faite sur deux indices
7:7-7
g €ijk€itm = 0ji0km — 0ji0k; la sommation est faite sur un seul indice

i
Notons que les produits scalaire et vectoriel entre deux vecteurs de la base s’écrivent

dans ce cas comme

€; -ej = 5@']’
3
e;Ne; = E €ijk€k
k=1

1. Montrons ’expression du produit scalaire,

i=1,3 7=13
3

= D b

ij=1

or €;-€; = d;5, ce qui implique que les seuls termes non nuls de la sommation sont
ceux pour lesquels ¢ = j et donc €; - €; = 1, ce qui donne

et c’est le résultat recherché.
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2. On développe A A B dans la base (€1, €, €3) par

= E €ijk0jbLE;.

i?j7k“:1

3. Calculons le produit mixte en explicitant les différents vecteurs dans la base
(€1,€2,€3)

3
A- (B AN C) = E a;€; - E Eljkbjckgl
i 1jk=1
3
= § €1jka;b;CLE; - €]
i7l7j7k:1
3
= § €1jkaibjcrd
i7l7j7k:1
3
= E eijkaibjck
i k=1

Notons que cette derniere expression n’est d’autre que la définition du détermi-
nant dont les colonnes sont constituées par les composantes des trois vecteurs en
question.
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4. Utilisons l'expression du produit vectoriel

3 3
§ a;€; N E €jkibrci€;
i—1 k=1

3

E €kiaibycy (€ N €j)
ij =1

3 3

E €jkaibrCy g €ijmEm
i7j7k7l:1 m:1

3 3

E a;brc E €jki€imi | €Em
iklm=1 =1

3

E a;brc; (Okmit — 6ikOim) €m
ik, l,m=1

3 3

> aibgciy — > abiciél
i k=1 il=1
3 3
( azcz> > bréi — <Z azbz> > aé
=1 k =1 l

1.2.7 Corrigé : Opérations sur les vecteurs

On donne les trois vecteurs Vi (1,1,0), V(0,1,0) et V3(0,0,2). Notons par (€1, &, €3)

la base dans laquelle les différents vecteurs sont décomposés.

1. Calculons les normes des différents vecteurs et les vecteurs unitaires de leurs

directions respectives

hal
V2]

V3]

% 2 V2
V12412402 =2 =7 = Vi —(§7£70)

nal 2

v
02+12+02:1:>{)’2:T2:(0,1,0)
[Vall

—

V.
\/02+02+22:\/1:2:>63:ﬁ:(0,0,1)
3
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2. On calcule cos(7;, ¥2) comme suit

—

2 L = i I -
U1 Uy = — et ¥y -0y =|0||||ta]|cos(T1,Ta) = cos(Ty, Va)

2
—

= cos(¥1, ) = —.

2
3. Nous avons
. n
V1V = B
€1 €y €3 1 o
Ug NU3 = 0O 1 0 :' X€1+0X€2—0X€3:(1,0,0)
0 1
0 0 1
271-(’[72/\’[73) = 1x14+1x04+0x0=1.

Le premier terme représente le produit scalaire entre les vecteurs o7 et vs, il
est égal au produit du module de la projection de #; sur ¥ multiplié par le
module de v5. Le deuxieme terme est le produit vectoriel entre v et 3. Le dernier
terme est le produit mixte entre (¥, U2, U3) et qui n’est d’autre que le volume du
parallélepipede contruit sur la base des trois vecteurs.

1.2.8 Corrigé : Différentielle et dérivée d’un vecteur unitaire

(€5, €0, k) et (€r,€p,€4) respectivement les bases cartésienne, cylindrique et sphérique
associées a ce repere.

Considérons la position d’'un point M dans le repere R(O,xyz). Soient (;, 7 E),

1. Exprimons d’abord les vecteurs de la base cylindrique dans la base cartésienne :

€ = cosyi + singj
€y = —singpz + Cosgpf
k = k.

Sachant que la base cartésienne est une base fixe, alors

de,
dp
0ég
Do
ok
D

= —Singo?—}— cosgoj =€y
= —cosgof— sincpf =—€,

= 0.
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2. Sachant que €, et €; ne dépendent que de ¢, leurs différentielles sont données

. oe; .
de, = 8—<;d(’0 = dpeg

. Oeg .
d6¢ = %d@ = —dSDBp-

3. Comme la base (€, €, E) est une base directe alors ej = N €, et €, = €3 A k.
En utilisant ces deux résultats, nous obtenons

do - .
de, = dpey = dtd—fk: Ne,=dtd Ne,

avec (1 = gplg De méme, on peut écrire
. o dp- = o
dey = —dpe, = dtak N eg = dtd A €.

D’ot les résultats recherchés.
Ce qui donne les dérivées par rapport aux temps de €, et de €3

de, -

—£ = QAe;

dt K
deg =

— = QAé;.
dt ¢

Pour dériver par rapport au temps dans un repére R un vecteur unitaire, il suffit
de connaitre son vecteur rotation dans R et utliser le résultat précédent.

4. Pour déterminer le vecteur rotation d’une base, la méthode directe est celle utilisée
dans I'exercice précédent. Il suffit de prendre un vecteur de la base? et de mettre
sa dérivée sous la forme qui met en évidence le vecteur rotation. Une deuxieme
approche qualitative consiste a procéder comme suit

i- repérer chaque angle qui décrit la rotation? du vecteur considéré : dans le cas
précédent c’est ¢ ;

ii- repérer le plan dans lequel chaque rotation a lieu et le vecteur rotation qui
lui est associé est porté par le vecteur unitaire perpendiculaire au plan en
appliquant la regle du tire-bouchon : dans le cas précédent c’est k ;

iii- le vecteur rotation est alors la somme de tous les vecteurs décrivant chacune
des rotations : dans le cas précédent, il s’agit d’une seule et le vecteur rotation
est Q = ok.

3. un parmis ceux qui sont mobiles. Dans ’exemple précédent, on ne peut pas prendre k car il est
fixe.
4. on peut avoir le cas ou plusieurs angles sont mis en jeu, c’est le cas de la base sphérique.
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Notons que le module du vecteur rotation associé a un angle est donné par la
vitesse angulaire associée a cet angle. Aussi, dans le cas de la base sphérique, on
prend €, et sa rotation est repérée par les angles

-i ¢ : rotation dans le sens trigonométrique dans le plan perpendiculaire a k=

0 = ¢k;
ii- 6 : rotation dans le sens trigonométrique dans le plan perpendiculaire a €j =
QQ = 9625

et le vecteur rotation de ¢; dans R est 0= ng + ée?; et qui est par la méme
occasion le vecteur rotation de la base sphérique dans R.
En utilisant le résultat de la question précédente, nous obtenons

dé,

dt

= Onre = <¢E+9€%> A €.
Or k = cosfé,. — sinféy, ce qui donne kA €, = (cosfle, — sinfey) A €, = sinfe;, et
€p N\ €. = €y ce qui implique

de,.

dt

= sinfeg + Oég.
De la méme maniere, nous avons

dég

7l ﬁ/\e‘é: (gb%%—ée?,})/\e‘é

= cosbey — bé;..
Nous avons utilisé k A € = costleg. Et enfin,

deg

i ﬁAe@z(ng%—ée};)/\e;;

= ¢ (cosbé, —sinbéy) A €, = — (coshéy + sinbe;.)

Pour les exercices 3,4 et 5, calculer les expressions lintérales des grandeurs demandées et faire U'application numérique.

1.2.9 Corrigé : Mouvement rectiligne

On effectue un test d’accélération sur une voiture arrétée au départ (vitesse initiale
vo = 0). La route est rectiligne.
Soit R(Oxyz) un référentiel tel que la route est confondue avec 'axe Ox. Aussi la position
de la voiture a un instant donné est repérée par OM = zi. On considére qu’a l'instant
initial ¢ = 0, la voiture se trouve en O et donc xg = 0. Notons aussi que la vitesse initiale
est nulle vg = 0.

1. La voiture est chronométrée a 20s au bout d’une distance D = 140m. Notons par
xp =D =140 m et tp = 20s.
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— — Yy - -
1-a) Comme OM = xi — 7 = de%M = &t = vi. En intégrant, sachant que
I’accélération est constante,
. . L L o
To= y==r=v=attug =9t ==yt + 30 = St

Nous avons utilisé vg = 0 et g = 0. Ainsi I'accélération est donnée par
2x D
Y=
th

AN.:zp=140met tp =208 — v = 2X2%)40 = 14ms—2.

1-b) L’expression de la vitesse est donnée par

v = yt==vp =7 X1ip.

AN. :vp =14 x 20 = 280ms~ L.
2. La voiture décélere & partir de = zp et I'accélération est o/ = —8ms~2. Chan-
geons d’origine et prenons cette position et cet instant comme origines respecti-
vement de x et de ¢. Alors, nous avons

1
a'c':fy':>9b:v:'y’t+vpz>x:iv/tz—i-vpt-

La voiture s’arréte au bout d’un temps t,, c’est a dire v(t = t,) = 0 = t, =
—vp /7. Rappelons que 7/ < 0. Ainsi la distance d’arrét L est donnée par
v _vh _ _1vh

1 1
L = x(t:ta):?Y/tz‘f'tha:g W—V——QV.

AN.:L=1x2%_ 92025 m,

1.2.10 Corrigé : Exces de vitesse

Un conducteur roule & une vitesse constante vy = 120 km h ~! sur une route récti-
ligne dépassant la limite autorisée. Un gendarme a moto démarre a I'instant ol la voiture
passe & sa hauteur et accélere uniformément. Le gendarme atteint la vitesse 100 km h —!
au bout de 12s.

Soit R(Oxyz) un référentiel et on prend la route parallele a 'axe Ox. A linstant ¢t = 0,
ou la voiture passe, le gendarme est en O. La position de la voiture est repérée par
Ty = vpt, puisque la voiture roule a la vitesse constante vy.

1. Etablissons les équations de mouvement de la moto, repérée par x,,, et la voiture
repérée par xy .
La moto accélere uniformément, ce qui implique que ~,, =constante. La moto
démarre, ce qui implique que vy, = 0. Aussi,

. . 1 1
Tm = Ym = Um = Tm = Ymt + Vom =Y = Ty = §7mt2 + Tom = §7mt2-
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Quant a la voiture, comme son mouvement est uniforme, la vitesse est constante,
alors la position de la voiture a l'instant ¢ est xy = vgt + zoy = vot. Le temps
t, nécessaire au gendarme pour rattraper la voiture est le temps au bout duquel
Tm(t =t,) = zy(t =t,) ce qui implique

1 2?}0

2
g’ymtr = Uotr — tr = ’y—m

Or la moto atteint la vitesse v; = 100 km h ~! au bout de t; = 12 s. Comme
U = Ymt = Ym = v1/t1. Ainsi
2’00751

t, = .
U1

AN.:v /vy =12ett, =2x12x 1.2 =288s.
2. La distance L parcourue par le gendarme a t, est alors égale a
1 5 logdxoits

L = —vynt,

2
5 — 2%y,

2 tl U% U1

A.N. : t; =12/3600 = 0.00333h, et L =2 x 1.2 x 100 x 0.00333 = 0.8km.

3. La vitesse atteinte par la moto est

AN.: v, =2x100 =200 km h ~ .

1.2.11 Corrigé : Mouvement circulaire uniforme

Considérons un satellite géostationnaire en mouvement circulaire uniforme autour
de la Terre sur une orbite de rayon 7. Il est soumis a une accélération v = gg (g)Q, ou
go = 9.81m 572 et R = 6400 km , le rayon de la Terre. La période de révolution du
satellite est égale a la période de rotation de la Terre sur elle méme.

Soit R(O, zyz) le référentiel lié¢ au centre de la terre. Comme le mouvement est circulaire,
nous utilisons les coordonnées polaires pour décrire le mouvement du satellite que ’on

note par M.

1. La période T' de rotation de la Terre est égale a
T = 24 x 3600 = 86400s.

Comme la vitesse angulaire 2 est reliée a la période T par 2 = 27 /€2, nous avons

2
Q = % = 72710 %rad s~ 1.
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2. Pour déterminer l'altitude de I’orbite géostationnaire, calculons d’abord son rayon
r. Pour ce faire, calculons ’accélération du satellite.
Le vecteur position est OM = pe, = V(M/R) = pe, + ppeg. Laccélération est
ainsi donnée par

FMIR) = (p—pi?) &+ (2p + pi) 65

Comme le mouvement est circulaire alors p = r = Constante = p = p = 0. Le
mouvement est aussi uniforme alors le module de la vitesse est constant, ce qui
implique que V(M/R) = r¢ = Constante —> ¢ = Constante, résultat que ’on
connait déja puisque ¢ = €. D’ou 'expression de 'accélération se réduit a

. 9 . R\?
Y(M/R) = _T(P2ep = y=rp’=go <?>

on en déduit que le rayon de 'orbite est donné par

R 2 13 R 2/3
7’3 = 4o <§> T = gO/ <5> .

L’altitude de l'orbite h est ainsi donnée par

2/3
h = T—R:gé/?’(E) —R.

AN. : r=42200 km et h = r — R = 36000 km.

1.2.12 Corrigé : Mouvement sur une ellipse

Un point matériel M se déplace sur une ellipse N
7 . /7 /. 2 2
d’équation en coordonnées cartésiennes £ + 2—2 =1,

voir figure ci-contre. la direction de OM par rapport a
I’axe Ox est repérée par I'angle . L’équation horaire
du mouvement de M peut se mettre sous la forme
x(t) = xocos (wt + @) et y(t) = yosin (wt + 1) ou 'on
suppose que w est une constante. A l'instant ¢ = 0,
M se trouvait en M.

1. A l'instant initial ¢ = 0, le point matériel M se trouvait en My, ce qui implique
que z(t = 0) = a avec ¢p(t =0) = 0 et y(t = 0) = 0 = ypsiny. Ainsi, nous avons
zo=aet P =0.
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Pour déduire yyg, il suffit de se rappeler que x( et yg vérifient I’équation de I’ellipse,
ce qui donne

2 2 2
x
2 + Z—Q =1 = cos’wt + %siant =1.
Or cette derniere équation n’est vérifiée Vi que si yg = b. On en conclut que

x(t) = acoswt et y(t) = bsinwt.

2. Pour obtenir les composantes de la vitesse et de 'accélération, il suffit de dériver
x(t) et y(t) en tenant compte que w est constante :

= —awsinwt et y = bwcoswt

—aw?coswt et §j = —bw?sinwt

ce qui donne pour les composantes cartésiennes de la vitesse (—awsinwt, bwcoswt)
et celles de 'accélération (—aw?coswt, —bw?sinwt).

3. Partant des composantes de 1’accélération

——
7 = —w? (acoswt, bsinwt) = —w?*OM

ce qui implique que k = w?.
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CHAPITRE 2

Cinématique du point matériel

2.1 Exercices

2.1.1 Exercice : Flocons de neige

Le passager d’une voiture observe que la neige tombe en formant un angle de 80°
par rapport & la verticale lorsque celui-ci roule & une vitesse de 110 km h ~!. Lorsque la
voiture s’arréte au feu rouge, le passager regarde la neige tomber et constate que celle-ci
tombe verticalement. Calculer la vitesse de la neige par rapport au sol puis par rapport
& la voiture qui roule & 110 km h —1.

31



Cinématique du point matériel

2.1.2 Exercice : Pendule en mouvement

0, Y=Y,

On considére un point matériel M suspendu & Q y
un fil inextensible de longueur [. Le point de sus-
pension Op du pendule ainsi formé est en mou-

vement dans le référentiel R(O, XY Z) le long de 0
I’axe QY. La position de O; est repérée par y.
Le mouvement de M a lieu dans le plan OXY,
voir figure ci-contre. Soit Rq1(01, X1Y171) le ré- M
férentiel d’origine O; et dont les axes restent

constamment paralleles a ceux de R.

xV Vxl

Les expressions finales des grandeurs vectorielles doivent étre établies

dans la base cartésienne (i, 7, k) associée a R.

1. Calculer la vitesse et 'accélération de M dans R.

2. Calculer la vitesse d’entrainement, I'accélération d’entrainement et ’accélération
de Coriolis en M du mouvement de R; par rapport R.

3. En déduire la vitesse et 'accélération de M dans R.

2.1.3 Exercice : Attachez vos ceintfures ...

On se propose dans cet exercice d’étudier le mouvement du vol d’un avion parcourant

une ligne rejoignant deux villes se trouvant sur le méme méridien On suppose que l'avion
effectue le vol & une hauteur h et a une longitude ¢ et ce a une vitesse v constante par
rapport a la surface terrestre.
Soit Ro(OXoYoZp) le repere géocentrique et R1(0OX1Y177) le repere lié a la terre. L’avion
est considéré comme un point matériel, que 'on notera M, repéré dans R, par les angles
0 et ¢, voir figure ci-contre. Soit R le rayon du globe terrestre et w sa vitesse angulaire
de rotation.

Exprimer tous les résultats dans la base sphérique (€, €y, €,).
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1. Etablir D'expression de la vitesse de Ef%,f?;ogf rr:ff:rr::tt::: ?e?:\ﬁ;u Qfgoﬂgfﬁﬁf
Pavion V(M/R1). En déduire que 6 est Zoa 7 GR[RITOG
constante. Méridien

2. Etablir I'expression de 'accélération de paralidle
lavion ¥(MRy). ,

3. Quel est le vecteur rotation Q(R;/R)? P e Y \ v,

4. Etablir les expressions de la vitesse
V(M/R) et de I'accélération (M /R). En
déduire Deffet de I'accélération de Coriolis
et celui de l'accélération d’entrainement
sur le mouvement de ’avion.

5. Reprendre l'exercice si 'avion se déplace
selon le parallele de latitude Ag.

2.1.4 Exercice : Arme a l'ancienne

L’une des armes utilisée au Moyen—Age pour envoyer des charges lourdes contre les
murailles était ce que 'on appelle “un trébuchet” ou le catapulte. Il est composé d’une
poutre AB a laquelle est fixée un contrepoids en A. En B est attachée une corde au bout
de laquelle une poche contient le projectile M, voir figure ci-contre.

Soit R(Oxyz) le repere lié au sol et Rp(Ax1y121) le repere lié a la poutre. Le mouvement
a lieu dans le plan (Oxy). La base polaire (€, €,) est liée & Rp. On donne OB = a et
BM =b.

Les grandeurs vectorielles doivent étre exprimées dans la base polaire (€,,€p).
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1. Quel est le mouvement de Rp par rap-

port a R ? En déduire le vecteur rotation 'e’p

G(Rp/R). Mo/ =B
2. On suppose que la corde BM reste ten- .ﬂ

due. Etablir 'expression de V(M /Rp). €, a

=y

3. Déterminer le vecteur OM et déduire la

vitesse d’entrainement V. en M. 0
4. Le projectile est laché lorsque 8 = 7 et 0

>

¢ =0 (AOBM vertical).

a- Déterminer la vitesse de M dans R,
V(M/R), en fonction de a,b, ¢ et 6.

b- Montrer que la vitesse obtenue est
plus grande que s’il n’y avait qu'un S S
seul bras rigide de longueur a + b.

2.1.5 Exercice : Spirale logarithmique

-

Les équations horaires du mouvement de M par rapport a R(O, i J
par

, k) sont données

z(t) = be Mcos(kt), y(t) =be Fsin(kt) et z(t) =0.

1. a- Calculer les coordonnées polaires p et ¢ de M en fonction de t.
b- En déduire I’équation polaire de la trajectoire p(¢p).

2. a- Déterminer les composantes polaires du vecteur vitesse V(M /R) en fonction
de ¢. -
—
b- Calculer angle a = (OM,V(M/R)). Conclure.
c- Quelle est la nature du mouvement ?
3. a- Déterminer les composantes polaires de I'accélération.
b- En déduire la direction et le sens de 'accélération.

4. a- Calculer les vecteurs unitaires de la base de Fresnet.
b- En déduire les composantes tangentielle et normale de ’accélération.
c- Déterminer le rayon de courbure de la trajectoire au point M.

2.1.6 Exercice : Abscisse curviligne

Le point M décrit un cercle de centre O et de rayon r avec une vitesse V(M /R) de
module
Vo

V= IVOUR =

Vo et o sont des constantes positives et R(O, xyz) est un repere orthonormé.

Contact: elkacimi@uca.ma Département de Physique - FSSM 2015/2016



2.2 Corrigés 35

1. Etablir 'expression de I’abscisse curviligne s(t) de M sachant que s(0) = 0.
2. En déduire ’expression de la période T' du mouvement de M en fonction de ¢.

3. Calculer les composantes de ’accélération dans la base de Fresnet. En déduire
I’expression de 'accélération.

2.2 Corrigés

2.2.1 Corrigé : Flocons de neige

Ro : lié au sol = référentiel absolu ;
R1 : lié & la voiture == référentiel relatif dont ||V,|| = 110 km h —*;
On note le flocon par M. Alors la loi de composition des vitesses, voir figure ci-contre,
donne
V(M/Ro) = V(M/R1)+V,

—

avee (V(M/Ro), V.) = 1/2 et (V(M/R1), V(M/Ro)) = a = 80°.

V(MR) V(MR )

<

— Vitesse du flocon par rapport au sol = ||V (M /R

V., - v, 110
tga = wieu — |[V(M/Ry)|| = Vel = —soxr = 194 km h -t
[V (M/Ro)l tea tg g
— Vitesse du flocon par rapport & la voiture = ||V (M/R1)]| :
1% approche : on utilise la relation de Pythagore :
IV(M/RU)IP = [[V(M/Ro)|” + Vel
= IR = ITM/Ro) 2 + Vel

= 111.7km h L.
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2éme

approche :

V(M/Ro)-V(M/Ry) = V(M/Ry)-V(M/Ro)+ V. V(M/Ro)
= [V(M/Ro)]|> IV(M/R1) |||V (M/Ro)||cosex
S IV (M/Ro)||
= |[VIM/R1)|| = E—
— 111.7kmh !

2.2.2 Corrigé : Pendule en mouvement

On considere un point matériel M suspendu a Q y O

Y=Y,

un fil inextensible de longueur [. Le point de sus-
pension O; du pendule ainsi formé est en mou-

vement dans le référentiel R(O, XY Z) le long de 0
I’axe OY. La position de Op est repérée par y.
Le mouvement de M a lieu dans le plan OXY,

voir figure ci-contre. Soit Rq1(01, X1Y171) le ré- M

férentiel d’origine O; et dont les axes restent
constamment paralleles a ceux de R.

XV VXl

Les expressions finales des grandeurs vectorielles doivent étre établies

dans la base cartésienne (i, 7, k) associée a R.

1. La vitesse de M dans R, est donnée par

o.M =1 (cosgpf%— singoj)
. d——s . .
— V(M/R) = —OM| =1y <—sincpi + Coscpj)
R1

et celle de 'accélération de M dans R s’exprime comme suit

MR = STM/R)

R1

—

= -l (gbsincp + <,b2coscp) i+l (cﬁcosgo — ¢2sincp) J
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2. R est en translation par rapport a R, d’ou Q(Rl /R) = 0 et la vitesse d’entrai-
nement est donnée par

-, d — -
V = —OO = 1 -.
e dt 1 YJ
R
L’accélération d’entrainement est
N > — .
Ye = ﬁool =Y

et celle de Coriolis est nulle puisque R est en translation par rapport a R.

3. La vitesse de M dans R est donnée par
V(M/R) = V(M/Ry)+ V., = —lgsingi + (lpcosp + 9) ]
L’accélération de M dans R est égale a

R P —
YM/R) = _dt2001 +J(M/R1)
R

—

= - (gbsincp + cpzcosgo) i+ [y +1 (cﬁcosgo — cpzsimp)] J

2.2.3 Corrigé : Attachez vos ceintures ...

On se propose dans cet exercice d’étudier le mouvement du vol d’'un avion parcourant

une ligne rejoignant deux villes se trouvant sur le méme méridien On suppose que l'avion
effectue le vol a une hauteur h et a une longitude ¢ et ce a une vitesse v constante par
rapport a la surface terrestre.
Soit Ro(OXoYoZp) le repere géocentrique et R1(OX1Y17;) le repere lié a la terre. L’avion
est considéré comme un point matériel, que ’on notera M, repéré dans R par les angles
0 et ¢, voir figure ci-contre. Soit R le rayon du globe terrestre et w sa vitesse angulaire
de rotation.

Exprimer tous les résultats dans la base sphérique (¢, €y, €,,).
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R(O,XY,Z,): reféréntiel absolu =19 : latitude
Ry(0,X)Y,Z)): reféréntiel relatif ¢ :longitude |
Zo A Z, Q(R1/R0)=0.)k0

Méridien

Paralléle

On pose Ry; = R + h. Nous avons (R /R) = wk.

s
1. Nous avons OM = Ryyé€,., sachant que ¢ = (g, alors

—
dOM . . :
—| = Rubd = IV(M/R1)||* = v? = R3,6?

R1

V(M/Ry) =

comme v est constante alors € est constante.

2.
—
. d’OM .
F(M/Ry) = — | = —Ryb%e,.
R1
3. Le vecteur rotation
Q(R1/R) = wk.
4. — V(M/R) :
V., = ((Ri/R)AOM = wk A Ryfé,

= Rpywsinfeé,
ce qui implique

V(M/R) = V(M/Ry)+V.=Ry (9’59 + wsin9€¢> .

Contact: elkacimi@uca.ma Département de Physique - FSSM 2015/2016



2.2 Corrigés 39

— Y(M/R) :
Y, = 20(Ry/R)AV(M/Ry)
= QWQRME A€y = QWQCOSHRMEZP.
doO Ri1/R . .
5. = meg;t( YR 5 BB, + (R /R) A (GR1/R) A O_M)

R
= Ryw?k A (E A é})
= Rpw?sind (sinfe, + coshéy) .

On rappelle que €}, = sinfé, + cosféy.
Ce qui donne

Y(M/R) = Ry <w28in29 — 92) €, + Ry w’sinfcoshéy + QWH.COSHRMéZP

L’effet de 'accélération de Coriolis est qu’elle engendre une force d’inertie qui
a tendance a dévier ’avion vers l'est.

Quant a l'effet de I'accélération d’entrainement, elle introduit une force d’iner-
tie qui a tendance a éjecter I'avion vers I’espace dans le plan du parrallele.

5. Dans ce cas de figure, § = 6y = § — Ag. Ce qui donne

V(M/Ry) = Rysinfppe, et ¢ est Const
F(M/Ry) = —Ryrsinfpp? (sinfoe, + coshoep) .
La vitesse et ’accélération d’entrainement restent identiques.

Yo = 2wesinfgRys (sin@oér + COS@ogg) .

Les différentes expressions permettent de déduire V(M /R) et ¥(M/R).

2.2.4 Corrigé : Arme a I'ancienne

L’une des armes utilisée au Moyen—Age pour envoyer des charges lourdes contre les

murailles était ce que 'on appelle “un trébuchet” ou le catapulte. Il est composé d’une
poutre AB & laquelle est fixée un contrepoids en A. En B est attachée une corde au bout
de laquelle une poche contient le projectile M, voir figure ci-contre.
Soit R(Oxyz) le repere lié au sol et R g(Bx1y121) le repere lié a la poutre. Le mouvement
a lieu dans le plan (Oxy). La base polaire (€, €,) est liée & Rp. On donne OB = a et
BM =b.

Les grandeurs vectorielles doivent étre exprimées dans la base polaire (€,,€p).
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3
YERTEAN:
L
€ a
(0]
0

>

1. Rp est en rotation par rapport & R et ((Rp/R) = OF.

2.

—

BM = b(cospe, + sinpe,)

—
, dBM o B}
= V(M/Rp) = — = by (—sinpe, + cospe,) .
RB

3.

—— —
OM = OB+BM= (a + beosyp)e, + bsinpel,.

La vitesse d’entrainement en M de Rp par rapport a R est

40D

T dt

1

+ O(Ry/R) A BM

= ab&, + b0 (—sinpe, + cospé,,) .

4. Le projectile est laché lorsque 6 = —7 et ¢ =0 (AOBM vertical).

VIM/R)(0 = —m,0) =0) = V(M/Rp)(0=—m¢=0)+V.(0=—7,0=0)
= [b (¢+é> +aé} &,
= [VOM/R)6 = —m )| = b(¢+0)+ab.

5. S’il n’y avait qu’un seul bras rigide de longueur a + b, alors le mouvement de M
sera circulaire et de vitesse égale a (a + b)f. Le fait qu’il y ait une articulation
augment la vitesse de by.
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2.2.5 Corrigé : Spirale logarithmique

Les équations horaires du mouvement de M par rapport a R(O, i f, E) sont données
par

z(t) = be Mcos(kt), y(t) =be *sin(kt) et z(t) =0.
1. a- Calculons les coordonnées polaires p et ¢ de M en fonction de t. Nous avons

{ ro= peosp { p = a2+ y?=be F\/cos2p + sin’p = be Ft

y = psing cosp = % = cos(—kt) = p = 2nm + kt
On adopte la solution ¢ = kt car la vitesse angulaire est positive et le point
M était initialement sur 'axe Ozx.

b- L’équation polaire de la trajectoire p(¢) s’obtient en remplacant k¢t dans I'ex-
pression de p par ¢, ce qui donne p = be™%.
2. a- Déterminons les composantes polaires de la vitesse V (M/R) en fonction de ¢,
en exprimant le vecteur position dans la base polaire (€,,€,) :

—
_ dOM d(pé,)
VIM/R) = = P
(M/R) dt dt
R
= €, + ppé, = —kbe &, + kbe Me, = kbe M (—¢, + &,)

ce qui donne pour la composante radiale de la vitesse V, = —kbe " et pour
la, composante orthoradiale V,, = kbe Ft = —V,.

b- Calculons I'angle a = (57\7, V(M/R)). Pour ce faire, nous calculons d’abord
le produit scalaire en utilisant les modules des deux vecteurs et 1’angle entre
les deux vecteurs, d’une part, et les composantes des deux vecteurs dans la
base polaire, d’autre part :

IOM || x ||V (M/R)|[cosa

= py/V? + VZcosa

= pgp : (ng + ngw) =pVr

OM - V(M/R)

N V. —kbeHt V2
cosa = = - _vZ
—kt 2
/‘/;"2 + ch kbe—kt\/2
ce qui donne o = —7 + km. On note que I'angle entre I'accélération et la

vitesse ne dépend pas du temps et la connaissance de 'un des vecteurs a tout
moment permet de déduire 'autre.

c¢- La nature du mouvement est déterminée par le signe de d||V (M/R)]|/dt.
Comme cette derniere expression est négative,

d|[V(M/R)]

;7 —V2k2be ™M < 0 = ||[V(M/R)||
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le module de la vitesse décroit avec le temps ce qui implique que le mouvement
est retardé ou décéléré.

3. a- Déterminons les composantes polaires de 'accélération :

dV (M/R)

FOM/R) = S

—k%be (=€, + €,) + kbe M (—pE, — pE,)
2y —ktz
= —2k%be e,

ce qui permet de déuire que la composante radiale de 'accélération est nulle
alors que la composante orthoradiale est —2k%be *t.

b- Comme seule la composante orthoradiale est non nulle et négative puisque
k,b sont des constantes positives, alors I'accélération est colinéaire avec €, et
dirigée dans le sens opposé.

4. a- On sait que V(M/R) est tangent a la trajectoire au point M et que le vecteur
7 est le vecteur unitaire de la direction de V(M /R), d’ou

_ TOuR) —kbtefkt(_eﬂﬁ@)__@(e &)
S WauR T Vakbe R 2 @)

—

b- Pour retrouver les composantes de 'accélération dans la base de Fresnet, il
suffit de projeter 4(M/R) dans cette base, ce qui donne

2
v = A(M/R)-7=—2k"be Me, - [—g (@, — g@)] — 2k

c- Pour déterminer le rayon de courbure de la trajectoire au point M, nous dis-
posons de deux facons de le faire. La premiere est d’utiliser ’expression de la
composante normale de 'accélération dans la base de Fresnet

IV (M/R)||? IV(M/R)|2  2k2b2e—2kt .
n = — —> R = — _ \/ibe :
! R Yn V2k2bhe—kt
La deuxieme méthode consiste a utiliser la relation
Y 3
VORI

IV(M/R) A5(M/R)]

On note que R — 0 quand ¢t — +o0.
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2.2.6 Corrigé : Abscisse curviligne

Le point M décrit un cercle de centre O et de rayon r avec une vitesse V(M/R) de
module
Vo
1+ ot

V=|[V(M/R)| =

Vo et « sont des constantes positives.

1. Calculons 'abscisse curviligne s(t), sachant que
Vot
14 at
Vo
s(t)=—In(1+at)+ K
«

ds(t) =Vdt = ds(t)

avec K = s(0) = 0, ce qui donne

%
s(t) = “2In(1+ at)
o
2. L’abscisse curviligne au premier tour est égale a s(T') = 27 R, ce qui donne pour
la durée T'
1 2raR/V(
T = —<em /0—1)
o

3. L’accélération s’exprime dans la base de Fresnet par
:);(M/R) = YT +mh

avec
av Vo

r = —; = Q>
! dt (1+ at)?

et comme on connailt le module de la vitesse et le rayon de la courbure alors
V2 V’02
")/ = - =
" R R(1+ at)?
ce qui donne pour 'accélération
% V2
0 7 07

YMIR) = o T Rt at?
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CHAPITRE 3

Dynamique d’un point matériel & Théoréemes géenéraux

3.1 Exercices

3.1.1 Exercice : Poussée d’Archimede

Un bateau de volume globale V} et de masse volumique p; est attaché a un port
maritime. Le volume du bateau plongé dans I’eau est V.. Soit p. la masse volumique de
I'eau. Quelle est la condition pour que le bateau flotte sur 'eau ?

3.1.2 Exercice : Particule chargée dans une région ou regne un champ
magnétique constant

Une particule M de charge g et de masse m est soumise a ’action d’un champ magné-
tique constant B. Soit R(O XY Z) un référentiel galiléen muni de la base orthonormée
directe (z j, k) telle que B = BE. La vitesse initiale de la particule est ¥y = Uy, + v, />
telles que 7y = voﬂ—i—voy], la projection de la vitesse sur le plan (OXY'), et Uo/) = UOzk‘
la composante de la vitesse parallele au champ magnétique. On note w, = %.

On néglige action du poids devant I’action du champ magnétique.

1. Donner ’expression de la force Fg a laquelle la particule est soumise par I'action
du champ magnétique.

2. Appliquer le PFD et montrer que ¥, est une constante du mouvement.

d7(M/R)
dt

3. Exprimer et déduire que le module v = ||7(M/R)|| est constant. En

R
déduire que v est aussi une constante du mouvement.

4. Projeter le PFD dans la base cartésienne et déduire les équations différentielles
en vz, vy et v,.

45



Dynamique d’un point matériel & Théorémes généraux

5. Résoudre les équations précédentes et montrer que les équations horaires du mou-
vement sont

T = vg—jsinwct
y = 21— coswet)
z = ’L)O//t

avec z(0) = y(0) = 2(0) = 0 et vip = T + vy avec Tp = voLi. Quelle la nature
de la trajectoire ?

3.1.3 Exercice : Masselotte en rotatfion sur une fige

Une masselotte ponctuelle M, de masse m,
peut glisser sans frottement sur une tige (7)
perpendiculaire en O a l'axe vertical Oz,
voir figure ci-contre. Soit Ro(Ozopyozo) un
repere galiléen fixe orthonormé direct. Soient
(?0,5'0,150) la base cartésienne associée. Soit
R(Ozyz) un repere orthonormé lié a la tige (T)
muni de la base (7,7, k). L’axe Oz est entrainé
par un moteur qui fait tourner la tige (T) a
la vitesse angulaire constante w dans le plan
horizontal Oxgyg. La masselotte est répérée par
ses coordonnées polaires, (p, ), dans Ry.

A Dinstant initial ¢ = 0, la tige (T") est confondue avec 'axe Oz et la masselote est
lancée depuis le point O avec une vitesse 7y = vgt ou vg > 0.

1. Effectuer le bilan des forces agissant sur M dans le repére R et exprimer la relation
fondamentale de la dynamique dans la base (1, 7, k).

2. Déterminer ’équation horaire du mouvement p(t) et les composantes de la réac-
tion de la tige (7") sur M.

3. Etablir la vitesse V(M /Ro). Par application du théoréeme du moment cinétique
en O dans Ry, retrouver les composantes de la réaction de (T") sur M.

4. A la distance D de O, on place au point B un obstacle (B) fixé sur (T"). A I'instant
tp, la masselote M vient buter sur (B). Si la tige effectue un tour complet en
16s, avec vg = 0,393m-s~! et D = 2.3m, calculer tpg.

5. Exprimer la réaction Ry de (B) sur M quand la masselotte est arrétée par (B).

3.1.4 Exercice : Forces de frottement solide

Un homme tire une caisse M de bas en haut d’une colline dont la forme est assimilée
a un cercle de rayon Ry, de centre O. Il exerce une force de traction T constante en
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norme et faisant un angle « avec le sol, voir figure ci-contre.

1. Calculer le travail de T sur le trajet.

2. Sachant que 'homme se déplace a une vitesse
constante vy, déterminer la réaction normale du
sol sur la caisse Ry en fonction de m,g,0, 1, a, Ry
et vg.

3. En utilisant la loi de Coulomb, |Ry| = f|Rn|, f
étant une constante, déterminer le travail de la
force de frottement.

3.1.5 Exercice : Force de froftfement fluide

Un cycliste se déplace sur une ligne droite et fournit une puissance mécanique constante
P. Les forces de frottement de Iair sont proportionnelles au carré de la vitesse du cycliste
F 't = —kvv, k étant une constante positive. On néglige les forces de frottement du sol
sur la roue. Le systeme formé par le cyscliste et le vélo est considéré comme un point
matériel. On choisit un axe horizontal Ox et le repere terrestre est supposé galiléen.

1. En appliquant le théoréeme de I’énergie cinétique dans sa forme différentielle, éta-
blir I’équation différentielle que vérifie le module de la vitesse v et montrer qu’elle
peut se mettre sous la forme

mv2@ = P— kv
dzx

2. En posant f(z) = P — kv3, déduire I'équation différentielle vérifiée par f(z).
Intégrer ’équation et déduire I'expression du module de la vitesse v en fonction
de x, si le module de la vitesse initiale du cycliste est vg.

3.1.6 Exercice : Théoreme de |'énergie mécanique

Soit M un véhicule que l'on considere, comme un point matériel, situé a 'intérieur
de la Terre a une distance r de son centre. M subit 'attraction gravitationnelle de la
masse de la sphere de rayon r concentrée en O. On consideére que la forme de la Terre
est sphérique et que sa masse volumique est constante. On note le rayon de la Terre par
Rr. gg est Paccélération de la pésanteur a la surface de la Terre.
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1. Montrer que l'attraction gravitationnelle peut se

mettre sous la forme
F = —mgoRLTé}.

ou €, est le vecteur radial de la base sphérique. En
déduire I'énergie potentielle F, dont dérive F. On
prend E,(r =0) =0.
Soit un tunnel rectiligne AB ne traversant pas O
et muni de 'axe H X, voir figure ci-contre. On note
OH = d. Un véhicule assimilé & un point matériel de
masse m glisse sans frottement dans le tunnel. Il part
du point A de la surface terrestre sans vitesse intiale.
O_n> repere la pii‘%ion du véhicule dans le tunnel par
OM = OH + HM =d ko + 7.

2. Calculer la vitesse du véhicule. En déduire son énergie cinétique.

3. Calculer I’énergie mécanique E,, et montrer qu’elle est constante. Quelle est sa
valeur ?

4. Calculer la vitesse maximale du véhicule ?

5. En utilisant le théoreme de 1’énergie mécanique, établir I’équation différentielle.
Résoudre 1’équation et montrer que ’équation horaire est donnée par

z(t) = /R2 — d?cos <w2 + Ig—(])t.

3.2 Corrigés

3.2.1 Corrigé : Poussée d’Archiméde

Soit R le repere lié au port qui est galiléen telle que I'accélération de la pesanteur
est § = gE, ou (;, j, E) sa base cartésienne. Le bateau est attaché au port donc il est au
repos et par conséquence la force de frottement fluide de I’eau sur le bateau est nulle.
Aussi, les forces appliquées sur le bateau sont

— le poids : P= myg = pr},gE;

— la poussée d’Archimede ﬁar : elle est égale au poids du volume d’eau V, et dirigée

selon —E; ce qui donne ﬁar = —peVegE;
Comme le bateau est au repos, alors ’application du PFD donne
po Ve

ﬁ—l—ﬁar = 6:>mb§'—peVegE:pb%gE—peT/egE:6:>p—: V
e

ce qui donne la condition pour que le bateau flotte sur I'eau.
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3.2.2 Corrigé : Particule chargée dans une région ou regne un champ
magnétique constant

Une particule M de charge q et de masse m est soumise a ’action d’un champ magné-
tique constant B. Soit R(O XYZ ) un référentiel galiléen muni de la base orthonormée
directe (2 ] k) telle que B = BE. La vitesse initiale de la particule est ¥y = vp + U, />
telles que | = vgyt —i—voy j, la projection de la vitesse sur le plan (OXY), et ¥ /)= Uozk
la composante de la vitesse parallele au champ magnétique. On note w, = %.

On néglige action du poids devant I'action du champ magnétique.

On note dans la suite V/(M/R) = 7.

1. L’expression de la force F'g est donnée par

ﬁB = qz_f/\é.

2. Comme nous négligeons le poids de la particule chargée, la seule force qui s’exerce
sur M est Fg. R est galiléen, alors le PFD dans R donne

~ dv dv
FB = ma -
R

gB>
Z = —2EA
dt v

R

Soit T = vyi + vyj—i— vzlg avec v, = v/, alors

EANT = EA(vzf+vyj+v//E>
= wf-ui
d_; . e .7
:>%v = gl +0yj + 0k
R
B
- 1z <v$]—vy>=>vz—0:>vz—v//— Constante

3. Nous avons établi que

dv
dat|
R

sachant que la dérivée d'un vecteur quelconque A dans R avec @4 = A/||A]| est
donnée par
dA
dt
R

d||A Lo
_ —LtHﬁA—i—Q(A/R)/\A

En appliquant ce résultat a

dv
dt
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on en déduit que dult” =0 = ||9|]| = v est constant et que ¥ est en rotation dans

‘R avec le vecteur rotation —%E.
Comme v? = vﬁ_ + v;/, d’une part, et v et v,, sont constants, d’autre part, alors
v est constant.

4. Développons le PFD dans la base cartésienne, sachant que B = Bk

dvg - dvy - dv, -

mﬁl+mdt]+mdtk = q<vmz+vy5+vzk>ABE
= qBvyt — qBv;j
ce qui donne
stx - %Uy =0
Bvdu < o
v _
dt

On constate que les deux premieres équations sont couplées, c’est a dire v, et
vy figurent dans les deux équations. La composante de la vitesse selon Oz est
constante et égale a la composante de la vitesse selon Oz a linstant ¢ = 0,
Vy = UO//-

5. Reprenons les équations précédentes en remplacant v, = &, v, = y et v, = 2 ce
qui donne en premier z = vyt + K avec K = 2(0) = 0. De méme

B
jg = Liay=-—wat Kk
m

or z(0) =0 et go =0 alors K =0

P =wg=—wr=i+wlrt=0

qui est une équation de second ordre a coefficients constants sans second membre.
La solution est x = Asin(w.t — o) avec z(0) = 0 = Asingy = o = 0, puisque
A#0, et £(0) =vgL = Awccospg = A = vg Jw. et la solution est

Vo L

z(t) = sinwt.
(6 = “hsin,
L’équation en y est alors
. . Vo L
Y = —WeT = —vgSinwt — 1y =+ cosw.t + K
We
or y(0) = 0 = K = —<&- ce qui donne finalement

= YWlginw.t
“%
y = —=L(1—coswet)

z = v//tc.
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A partir des expressions précédentes, on a

2
VoL (Y
L )2:—0; et 2=yt
We w?2

22+ (y+

qui sont respectivement les équations d'un cercle de centre(0, —2+) et de rayon
‘oL dans le plan (Ozy) et d’'un mouvement de translation rectiligne uniforme
selon Oz. C’est un mouvement hélicoidal et la trajectoire est une spirale autour

de Oz.

3.2.3 Corrigé : Masselotte en rotation sur une tfige

Une masselotte ponctuelle M, de masse m,
peut glisser sans frottement sur une tige (7°)
perpendiculaire en O a l'axe vertical Oz,
voir figure ci-contre. Soit Ro(Ozgyozp) un
repere galiléen fixe orthonormé direct. Soient
(;0,50,E0) la base cartésienne associée. Soit
R(Ozyz) un repere orthonormé lié a la tige (T)
muni de la base (7, ], k). L’axe Oz est entrainé
par un moteur qui fait tourner la tige (T) a
la vitesse angulaire constante w dans le plan
horizontal Ozgyg. La masselotte est répérée par
ses coordonnées polaires, (p, ), dans Ry.

A Dinstant initial ¢ = 0, la tige (T") est confondue avec 'axe Oz et la masselote est
lancée depuis le point O avec une vitesse vy = vgt ou vy > 0.

1. Dans le référentiel R non galiléen, les forces appliquées a la msselotte sont
i- le poids mg = —mglg,
ii- la réaction de la tige qui est normale a celle-ci, et donc L a Oz, puisque les
frottements sont négligeables, R = R,k + Ry,
iii- la force d’inertie d’éntrainement ﬁe a déterminer,
iv- la force d’inertie de Coriolis ﬁc a déterminer.
Pour exprimer le PFD dans R, il faut donc expliciter les expressions des forces
d’inertie.
Notons que R et Ry ont la méme origine. Le vecteur position de M est OM = pi
ce qui implique que
V(M/R) = piet (M/R) = ji.
R est lié a la tige alors il est animé d’'un mouvement de rotation uniforme; ce qui
implique que Q(R/Ry) = wk. Ainsi,
- - ——
Ve = Q(R/Ro)NOM
= wkA pf = pwj
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et
. < < —
To = G(R/Ro) A (ﬂ(R/R0> AOM)
= wkA pwj = —pw?i = fze = mpw z(centrlfuge)
et

Je = 20(R/Ro) AV(M/R)
2wk A pi = 2pw] = fie = —2mpwj.

Finalement, le PFD dans R donne

mj+ R+ fie+ fie = mi(M/R)
= —mgk + Ryj+ R,k + mprE— 2mpwf = mp;

2. L’équation du mouvement est obtenue en projetant le PFD sur i, ce qui donne
p—w?p = 0.

C’est une équation différentielle du second ordre a coefficients constants et sans
second membre. L’équation caractéristique est 72 —w? = 0 = r = tw et la
solution est p(t) = Ae*! + Be . A et B sont déterminées & partir des conditions
initiales p(0) =0 = A+ B =0e¢et p(0) = vg = w(A— B) = A = vp/2w et

B = —vg/2w. Aussi la solution est
Vo wt —wt Vo .
t) = — — = — sinh(wt).
p(t) 5 (e e ") sinh(wt)

La réaction de la tige s’obtient en projetant le PFD respectivement sur les axes
7 et k, ce qui permet d’obtenir

R, = mget R, =2mpuw.
3. calculons V (M/Ryg) :

V(M/Rg) = V(M/R)+V.
= pi+pwi
= (cosh(wt);—l— sinh(wt)j) .

Le moment cinétique de M par rapport a O dans R est donné par
— -
Fdo(M/Ry) = OM AmV(M/Ry)
= p;/\ m <,0;—|— pwj)

= mewE.
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Le théoreme du moment cinétique par rapport a O dans R est donné par

doo(M/Ro)
dt

= 57\—>4A(m§+ﬁ>

R

= Zmpp'wlg = piA (—mg/g + Ryj—i- RZ/Z)
= 2mpjwk = mpgj + pRyk — pR.J
et en projetant sur les différents axes, on obtient
R, = 2mpw
R, = mg
qui ne sont d’autres que les expressions déja établies.

4. L’équation horaire donne

1 D
D= % sinhwtp = tg = —argsh <w_>
w w Vo

La tige effectue un tour complet, 27, en Aty = 165 alors w = 27/ Aty ce qui

donne
Attour 2w D
tp = h(———
B 2 ares VoA rour
A.N. :
. _ 16 2 x 3.141516 x 2.3
BT 931415168 0.393 x 16
~ 4s.

5. Lorsque la masselotte est arrétée par B, alors p = 0 et partant de I’expression du
PFD, en remplacant p = 0, on obtient
R, = 0
R, = mg.

Supplément a ’exercice 3

La réaction dont il est question dans I’exercice est Ry = Ryj. En fait, pour retrouver
la composante de la réaction selon f, il suffit de reprendre le PFD, d’ajouter la réaction de
la butée selon ;, que 'on note ﬁB, et de I'appliquer dans le référentiel relatif R. Notons
bien que la réaction de la barre sur la masselote selon 7 est toujours nulle en raison de
I’absence des frottements. Aussi, nous avons

R+ R +mg+ fie+ fie = my(M/R)
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Sachant que la masselotte est arrétée par la butée, ce qui implique qu’elle est a I’équilibre
dans R et donc Y(M/R) =0et V(M/R) =0= p=0= p = D, nous obtenons

Ryj—i— RZ/Z + Rpi — ng +mDw?* =0

ce qui implique que

R, =0
R, = mg
RB = —meQ.

3.2.4 Corrigé : Forces de frottement solide

Un homme tire une caisse M de bas en haut d’une colline dont la forme est assimilée
a un cercle de rayon Ry, de centre O. Il exerce une force de traction T’ constante en
norme et faisant un angle o avec le sol, voir figure ci-contre.

Nous avons ﬁ(é’p/R) = ¢k. Noter que ¢ est algébrique et négative et donc V(M/R) =
Rope, et dl = Rodpe, ont le bon sens implicitement.

1. Calculons le travail de T pour aller du bas de la colline, point B(p = 7), vers le
haut de la colline, le point H(p = 7/2).

swi(T = T.di
= T (sina€, — cosae,) - (Rody)e,
. w/2
= —RoTcosadp = WH(T) = /

™

SWH(T) = —|—%R0Tcosoz
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2. Si 'homme se déplace avec une vitesse constante vy, U = —vp€,, la caisse se
déplace aussi avec la méme vitesse. Pour Déterminer la réaction Ry, nous appli-
quons le PFD.

Calculons l'accélération.
OM = Rpé, = U = Rop€,. Comme v est constant alors Ro¢ est constant

2
et ¢ = —uvg/Rp. L'accélération de M est ¥ = —R0<,b2é'p = —;—%é'p. Les forces
appliquées a M sont
T =T (sina€, — cosael,)
E EN + ET = Rng + RTé;O
P = mg=mg(—sin(r — )€, + cos(m — p)€,) = —mg (sinpe), + cospé,)
que ¢ fait un angle ™ — ¢ avec €,. Le PFD s’écrit comme suit
my = T + R+ mg
2
—m;{—oé’p = T (sina€, — cosaé,) + Ry€, + Rré, — mg (sinpe, + cospel,)
0

= (Tsina + Ry —mgsing) €, — (T'cosac — Ry + mgcosyp) €.
La projection selon €, nous permet d’avoir
v3 o
Tsina + Ry —mgsing = —m—2L = Ry =m | gsing — =~ | — Tsina
Ro RO

3. Calculons le travail de la force de frottement Ry = f|Ry|€, :

OWE (Rr) = [IRNI&, - (+Rodp),

2
= +fRy [m <gsincp — ;—0> — Tsina] dy
0

avec

. /2 R
Wh (Fr) — / SWH (ir)

2
_ g+ % T
= fRo [m( g+2RO>+T2s1na]

3.2.5 Corrigé : Force de frottement fluide

Un cycliste se déplace sur une ligne droite et fournit une puissance mécanique constante
P. Les forces de frottement de I’air sont proportionnelles au carré de la vitesse du cycliste
F 't = —kvt, k étant une constante positive. On néglige les forces de frottement du sol
sur la roue. Le systeme formé par le cyscliste et le vélo est considéré comme un point
matériel. On choisit un axe horizontal Ox et le repere terrestre est supposé galiléen.
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1. Les forces qui sont appliquées au cycliste sont

— le poids, perpendiculaire au déplacement et donc ne travaille pas et donc sa
puissance est nulle;

— la réaction normale Ry, la réaction tangentielle est négligée car les frottements
sont négligeables. Elle est normale au déplacement et donc ne travaille pas et
sa puissance est nulle;

— la force de frottement visqueux F = —kvi.

Appliquons le théoreme de 1’énergie cinétique dans sa forme différentielle, expri-

mée en fonction des puissances :

dE., o,

s P(F) 4 P(mecanique)
m dv? oo
EE = —]CU’U -V —|— P
mvd—v = P—ko’

dt
dv dx
—— = P—k?
de dt v

mvzd—v = P—ko’
dx

qui n’est d’autre que ’équation recherchée.

2. En posant f(x) = P — kv, nous avons % = —3kvzg—g. Aussi, on a
—m df (x) df (z) = 3k B
3k dx @) = dz + mf(x) =0

qui est une équation différentielle de premier ordre sans second membre & coeffi-
cients constants. La solution est obtenue en séparant les variables

df(x) 3k Bk
@) md:c:>f(x) Ae

ol A est une constante que I'on détermine des conditions initiales. En remplacant
f(x) par son expression, on obtient

1/3
P—kv? = Ae % — v(z) = <— — —e_ﬁ$>
comme v(z = 0) = vy, alors A = P — kv§ et la solution se met sous la forme

v(z) = E (P-|P- kvg’)e—%x})} v
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3.2.6 Corrigé : Théoreme de I'énergie mécanique

Considérons un point matériel situé a l'intérieur de la terre a une distance r de son
centre, voir figure ci-dessous.

e
1. Soit M la position du point matériel telle que OM = re,.. Rappelons que M va
subir 'effet d’attraction de la sphere de rayon r et donc de masse M,, si 'on
considere que la masse volumique de la terre est constante pp = Mp/ (47TR%’~ / 3)

473 473 M r3

3 3 X amrg ~ Mrx g
3 T

ce qui donne pour l'attraction gravitationnelle que va subir M 1’expression

- mM, _
F = —Kg—5-¢
T
mMpLa-
R3 o
= —AnAg 2 L €r = _KGmMT 3 €r = —MGgo—H €r
T T RT
avec gg = K%—%/[T

Comme Dattraction gravitationnelle est conservative, alors

dE, = —F-dr
&, - (dré, + rdé,) g ok
= mgo—=—=¢r - (dre, + rde,) = mgo—— =m
gORT T r T gORT P 902RT

avec K = Ep(r=0)=0=E, = mg()%.

2. Notons par # le vecteur unitaire de Ox. La position de M peut étre repérée par
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5?\7 = O‘Ij]> + HM = dko + zi@. La vitesse est égale a

.
- dOM
V(M/R) = g

R

dit . .
- a'cﬁ—i—xd—? T <Q(R1/R) /\ﬁ) = 3T+ 2wk A

R

ce qui donne pour le module de la vitesse V = |V (M/R)| = V42 + 22w? sachant
que © L k.
L’énergie cinétique est égale a E, = %mV2 = %m (9&2 + x2w2).

3. L’énergie mécanique est donnée par E,, = E. + E,

1 . 2
E, = 3 (2 + 2%w?) + mgoE

2% + d?

T

2

La seule force a laquelle est soumise M est la force gravitationnelle, qui est conser-
vative, et comme F,, ne dépend pas explicitement du temps, alors elle est conser-
vée.

La valeur de F,, est constante et égale a sa valeur a l'instant initial, sachant que

iO:OetxO:uR%—dQ,

E, = E,t=0)= 5 M + mgoiT

4. La vitesse du véhicule M est maximale, son énergie cinétique aussi, si I’énergie
potentielle du véhicule est minimale, car ’énergie mécanique est conservée.
Rappelons que r varie entre d et Ry, r € [d, Rr], voir figure. Comme E,, est une
fonction strictement croissante en fonction de r dans cet intervalle, alors £, est
minimale pour 7 = d et donc

. 1
r = d= E)(r=d)=E"" et E/(r=d)=E""= —mV?

2 max
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ce qui donne en utilisant E,, = E9 = Eg”" + BT

) D — EO _ Emm
c m D
1 Rr d?
= §mw2 (R% — d2) + mgo—- ~ mgo—2RT
1 1 90
imemx = §m (R% — d2) <w2 + R_T>
Ve = (B2 @) (w24 L
T RT
5. L’énergie cinétique étant conservée, sa dérivée par rapport au temps est nulle
dE
—dtm = m (mx + w2xj:) + xx—n}é‘i(]
= ma [a'c'—i- (wz—i-%)m] =0
Rr

zéﬁ—l—(wQ%—é—O)x:O sachant que ma # 0
T

qui est une équation différentielle de second ordre a coefficients constants. Les
racines de ’équation caractéristique sont des nombres complexes imaginaires purs

+i, /w? + }%—OT, ce qui donne pour solution
z(t) = Acos[,/w?+ Jg—ot — ayp]
T

A et ag sont déterminées & partir des conditions initiales

r(t=0)=z9 = /R%—d?= Acosa
( ) 0 r 0 — ay=0 et A=xz9=1/R2—d?

i(t=0)=0 = A,jw?+ Fsinag

d’ou la solution

z(t) = <\/R%—d2>cos[ wz—i-}gz—(;t].
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cHAPITRE 4

Mouvement dans un champ de force centrale

4.1 Exercices

4.1.1 Exercice : Energie mécanique et trajectoire

Considérons un point matériel M de masse m soumis a l'interaction gravitationnelle
par une masse ponctuelle M située au point O. Soit le référentiel galiléen R(O, XY 7).

1. Montrer que le moment cinétique est conservé. En déduire que le mouvement est
plan.
On choisit R tel que le mouvement de M soit dans le plan (OXY). On utilise
dans la suite de l'exercice les coordonnées polaires (p, ¢).

2. Calculer Iénergie cinétique E, et I’énergie potentielle £, de M en prenant lim,, o Ep(p) =
0. En déduire que ’énergie mécaniqile de M eséQdon‘ril(ée par
m

E, = =—mp? —
m 2mp + 2,? + P
en explicitant 'expression de K et de la constante des aires C.
3. On pose p = % Retrouver l'expression de E,, = f(u, g—g).

4. En utilisant le théoreme de I’énergie mécanique, montrer que 1’équation du mou-
vement en u(yp) est

d*u . K
- U — —
dp? mC?
5. Résoudre I’équation du mouvement en u(yp). En déduire que 1’équation du mou-
vement en p(y) est de la forme

p =

p
pp———
Quelle est la nature de la trajectoire en précisant les expressions de p et de e ?
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6. En utilisant l'expression de E,, en fonction de u(yp), montrer que

En = ng;m (& -1).

Discuter la nature de la trajectoire en fonction de e et déduire le signe de E,,
pour chaque type de trajectoire.

En utilisant la conservation de I’énergie mécanique, déduire que ’excentricité dans
ce cas est donnée par

Vg 2p
GM; Po

e=4/1+

oit p(t = 0) = po et [V(M/R)|(t = 0) = Vi

4.1.2 Exercice : Cas d'une trajectoire circulaire

On reprend les résultats de I'exercice précédent.

1.

A quelle condition la trajectoire de M est circulaire ? On suppose que cette condi-
tion est vérifiée dans la suite de ’exercice et on note le rayon de la trajectoire par

p=R.

. En utilisant le PFD, montrer que le mouvement circulaire est uniforme. En déduire

que ’expression du module de la vitesse de M en fonction de R est donnée par

— GM;
VIM/R)| = .
V(M/R) =
. Montrer que la période de révolution T' de M est donnée par
T _ 42 R3
GM,

Commenter ce résultat.

. Montrer que 'énergie mécanique F,, dans ce cas vérifie les relations suivantes

1
E, = —-E.= §Ep
ou E, et E), sont respectivement les énergies cinétique et potentielle.

4.1.3 Exercice : Cas d'une trajectoire elliptique

On utilise les résultats de ’exercice 1.

1.

2.

A quelle condition le mouvement de M est elliptique? On suppose que c’est le
cas pour le reste de l’exercice avec g = 0.

La figure ci-contre, représente ’ellipse dans le référentiel R ou le foyer F' de
Pellipse est confondu avec O. Soit R'(C, zyz) un référentiel immobile par rapport
a R, voir figure.
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3. Donner les équations de ellipse dans R et dans R’ en fonction de p et de e.
4. En utilisant les notations de la figure, montrer

que les expressions des parametres géométriques Ay R
de Pellipse sont M
Pmin = p/ (1 + 6) b p p
Pmaz = /(1 —e) N )
a = w12 S
b = p/V1-—¢e? N
¢ = ep/1-)
5. Calculer les vitesses de M respectivement a
I'apogée, A, et & la périgée, P en fonction de (p, 4 Prnax pig_Pimin
a c
e, G, Ms). : : ; ;
N >
6. En déduire que E,, = —G]g[—asm. 2a

Dans la suite de la série, on utilise les résultats des exercices précédents sans les redémontrer.

4.1.4 Exercice : Mise en orbite d’une sonde spatiale

On souhaite mettre une sonde spatiale S de masse mg en orbite autour de Mars. La
vitesse de la sonde au point de lancement A est V4 et présente un “parametre d’impact”
b, voir figure ci-contre.

1. On suppose qu’au point A la sonde S est trés éloignée
de Mars et que ’on peut ainsi négliger ’énergie gravi-
tationnelle. Calculer ’énergie mécanique de la sonde
S au point A et déduire la nature de sa trajectoire.

2. Calculer la constante des aires C' en fonction de V4
et b.

3. Sachant que la trajectoire d’approche est tangente au
cercle de rayon arys en B, calculer le module de la
vitesse en B, Vg, en fonction de Vg, rps, a et b.

4. Exprimer le parametre d’impact b en fonction de 737, V4, la masse de Mars M,
et a. En déduire la valeur du parametre d’impact b, pour que la sonde se pose
sur la surface de Mars.

5. Déterminer le module de la vitesse V,,; d’un objet sur I'orbite circulaire de rayon
QT pf.
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6. On veut que la sonde passe sur lorbite circulaire de rayon arp;. Calculer la
variation de vitesse a communiquer a la sonde au point B.

4.1.5 Exercice : Orbite géostationnaire

On rappelle qu'une orbite géostationnaire est celle d’un satellite restant toujours a
la verticale d’'un méme point du globe terrestre.
On note par S le satellite que 'on considere comme un point matériel. La période
de rotation de la Terre est T = 86164s , son rayon Rr ~ 6.4 x 103km et sa masse
Mr ~ 6 x 10**kg. La constante gravitationnelle est G ~ 6.7 x 1071 5.1..

1. Calculer la vitesse angulaire €2, d'un satellite sur I'orbite géostationnaire. Quel
est le référentiel d’étude R, ? Est-il galiléen ?

2. On se propose d’établir les expressions du rayon de 'orbite géostationnaire R,
ainsi que son altitude hy.

a) Montrer que le mouvement du satellite est plan. Etablir Pexpression de 'ac-
célération du satellite Y(S/Ry). En utilisant le PFD, déduire I'’expression de
R, ainsi que celle de hy. Faire leurs applications numériques.

b) En déduire la valeur de la vitesse vy = [|U4(S/R)| du satellite sur I'orbite
géostationnaire. Faire son application numérique.

¢) Montrer que cette orbite est forcément dans le plan de 1’équateur.

4.1.6 Exercice : orbite elliptique

Avant de placer un satellite sur une orbite géostationnaire, le lanceur des satellites,
comme Ariane pour I'exemple, 'injecte a la périgée d’une orbite elliptique, dite orbite
de transfert, a une altitude hg = 200km de la base de lancement et avec une vitesse, que
I’on note vyg, telle que 'apogée A de 'orbite de transfert soit sur 'orbite géostationnaire.
Au moment ou le satellite se trouve en A, on actionne des moteurs qui réajuste sa vitesse
et le transferent sur 'orbite géostationnaire.

Les notations et les résultats de I’exercice précédents concernant une orbite géosta-
tionnaire sont utilisés sans démonstration.

1. Déterminer les parametres de l’ellipse : le demi grand-axe a, ’excentricité e et le
parametre p en fonction de Ry, hg et hy. Faire leurs applications numériques.

2. En utilisant la formule de Binet de 'accélération, d’une part, et du PFD, d’autre
part, établir la relation entre la constante des aires C' en fonction de My, G et p.

3. En déduire la vitesse vy a donner au satellite lors de son lancement et la vitesse
v1 qu’il atteint & 'apogée A. Faire leurs applications numériques.
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4. Quelle est la différence des vitesses en A que doivent fournir les moteurs pour que
le satellite soit placé sur son orbite géostationnaire ?

5. En utilisant la troisieme loi de Kepler, calculer le temps que passe le satellite sur
Porbite de transfert.

4.1.7 Exercice : Orbite hyperbolique

Une météorite M a, tres loin de la Terre, une vi-

tesse Up = wg Ua portée par une droite située a

la distance b de 'axe (A) du centre de la Terre O,

voir figure ci-contre. On note par m la masse du =
météorite, My la masse de la Terre, Ry sonrayon | =
et G la constante de gravitation universelle. On |
travaille dans le référentiel géocentrique, supposé
galiléen. La position de M est repérée par les co-

ordonnées polaires (r,0), OM = ri,. La trajec-
toire du météorite est une branche d’hyperbole
de foyer O, le centre de la Terre.

Noter bien que ’on utilise les notations (i, i)
pour la base polaire et (7, 0) les coordonnées cor-
respondantes.

1. Montrer que le moment cinétique de la météorite par rapport a O et son énergie
mécanique sont conservés.

2. En déduire 'expression de r,;,, lorsque la météorite se trouve au sommet S de
I’hyperbole, en fonction de vy, G, Mt et b.

3. Déterminer la valeur minimale b,,;, de b pour que la météorite ne rencontre pas
la Terre.

4. Dans le cas ol b > by, déterminer I’angle de déviation ¢ de la météorite.

4.2 Solutions

4.2.1 Corrigé : Energie mécanique et trajectoire

Le point M est soumis a l'interaction gravitationnelle.

1. La seule force a laquelle M est soumise est une force centrale, alors son moment
par rapport a O est nul étant donné que OM est colinéaire a F'. Le théoreme du
moment cinétique permet d’écrire

doo(M/R -, "
R
— Jo(M/R) = Const.
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s
Comme le moment cinétique est constamment perpendinculaire a OM, cela im-
plique que le mouvement de M se déroule dans le plan perpendiculaire au moment
cinétique.

2. Calculons la vitesse V(M/R), sachant que OM = PE,

dOM

V(M/R) = 0
R

—

- de, - -
= Petp | =P8+ pply.

Ce qui donne pour I'énergie cinétique E. = %m ([)2 + p2<,'02). L’énergie potentielle
associée a l'interaction gravitationnelle est

., GM.
dE, = —F. al = ;mgp - (dpé, + pdé,)
p
GM, GM,
— ;mdp — E,=— s + Constante
P

et en prenant 1’énergie potentielle de référence a I'infini nulle cela implique que la
constante est nulle. Aussi, I’énergie mécanique est égale a

GMsm
p

1
Em = B+ Ep=om (i +p%") -

Comme |Go(M/R)| = |O—>M AmV (M/R)| = mp*, cela donne

1 5, 1 p*¢* GMm
En 5mp + 5m e — p
1 o 105(M/R) GMgm
= — + — —
2 2 mp? p
_ L2l mC? LK
- M T Y P> p
avec C = p?¢p et K = —GM,m.
3. On pose p = %, ce qui implique
dp  dp du dy
dt — du dyp dt
1 du 5 . du du
= . p = — h— — —C—
u? do P (pdgp dp
ce qui donne pour I’énergie mécanique
1 du\? mC?
E, = §mC'2 <%> + 5 u? + Ku.
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4. Comme I’énergie mécanique ne dépend pas explicitement du temps, elle est conser-

vée. Alors
dE,, o du d*u 5 du du &
— = — K—
7 mC*— d 12 —— ¢ +mC ud(pw—i— d(p
du [ d%u K
= omC?— |— —
o de [d 2 mCZ]
= 0
du d?u K GM
) L d™u _ K
©#0 e dgo7é0:> d802+u "D 02

qui est une équation différentielle de second ordre a coefficients constants avec
second membre. La solution générale u(y) et la somme de la solution sans second
membre, Ugsm, et d'une solution particuliere u,. Calculons la solutions sans second
membre,

d*u

i 2+u—0

dont I’équation caractéristique est r?> +1 = 0 = r1,2 = £i et donc la solution
est

Ussm = A1 + Age®® = Acos(p — ¢p).

On vérifie bien que u, = +GC]\§[5 est une solution particuliere. Ainsi la solution
générale est

GM;
c?

u() = Ussm + up = Acos(p — o) +

ou A est ¢p sont définis & partir des conditions initiales. Comme p = 1/u, nous
obtenons

CQ
GMS o b

1+ G’M ~cos(p — ©o) 14 ecos(p — o)

. 2
ce qui donne p = GCW et e = GM La trajectoire est une conique de parametre

p et d’excetricité e.
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5. L’expression de I’énergie mécanique devient en utilisant g—; = —esin(p — o) /p

mC? [ e*sin®(p —@g)\ | mC? (1+ ecos(p — o)\
E, 5 5 + -

p 2 p
_GM.m <1 + ecos(p — cp0)>
p
mC? )
= 2 (e2sm2(cp — o) + 14 2ecos(p — o) + ecos? (¢ — cpo)) —
_GM.m <1 + ecos(p — cp0)>
p
GM
= Tsm (€® + 1+ 2ecos(p — o) — 2 — 2ecos(p — o))
p
GM
= I (2
2p
Nous avons vu que la nature de la trajectoire est une conique dont ’excentricité
est e :
Si e=0 =—> un cercle et F,, <0, un état lié, p est constant.
Sil0<e<l = wuneellipse et E,, <0, un état lié, p € [pmin, Prmaz)
Sie=1 — une parabole E,, = 0, un état libre, p € [pmin, +00[.
Siex>1 —> une hyperbole et E,, > 0, c’est un état libre, p € [pmin, +0[.

6. L’énergie mécanique est conservée, alors

Epn = En(t=0)=E(t=0)+E,(t =0)

_ lmVO2 _ GMym
2 Po
GMsm pV§ _2p

_ 2 _ _
= o (e 1)=>e 1+

GMS £0

4.2.2 Corrigé : Cas d'une trajectoire circulaire

On reprend les résultats de I'exercice précédent sans les redémontrer.

1. La condition pour que la trajectoire soit un cercle est e = 0, ce qui implique que
E,, <O0.
p est constant. Soit p = R le rayon de la trajectoire.

2. La trajectoire est circulaire ce qui implique que la composante tangentielle de
laccélération est nulle, ¥(M/R) = 4,(M/R). Comme la force & laquelle le point
matériel M est soumis est centrale, alors elle est colinéaire avec ’accélération, ce
qui donne pour le PFD

GM,  V*(M/R)

Bl = mia(M/R) = S = m— ) [P(u/R))| =

GM;,
R
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3. La période de révolution T du point matériel M peut étre obtenue par

_ 2rR 72 42R? R 42 R3

V(M/R)| GM,  GM;

Ce dernier résultat ou le carré de la période de révolution est proportionnel au
cube du rayon de la trajectoire vérifie bien la troisieme loi de Kepler.

4. Calculons I’énergie mécanique F,,

En = E.+E,
1 5 GMsm
= imV (M/R) — 7

Si 'on remplace le module de la vitesse par son expression, on obtient

GMsm GMgm  GMgm
Em = —Sp~~""R T~ Tar = Ep/2

alors que si 'on substitue GM,/R par V2(M/R), on obtient

1 1
E, = = 5mVQ(M/R) —mV3(M/R) = —%VQ(M/R) = —FE,
on en déduit que E,, = —E. = E, /2.

4.2.3 Corrigé : Cas d'une trajectoire elliptique

On utilise les résultats de ’exercice 1 sans les redémontrer.
Les notations qui seront uilisées dans le reste de ’exercice sont celles de la figure ci-apres

AY AY
M

€
_——’/
Y p
amaX C

N T A
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1. La condition pour que la trajectoire soit une ellipse est que 'excentricité vérifie
0 < e <1, ce qui donne aussi E,, < 0.
Cette condition étant satisfaite dans la suite de 'exercice.

2. Calculons 'équation de la trajectoire dans le référentiel R(F, xyz), sachant que

0 22 4 2
p = p—epcosh =p—ex

ce qui donne

P2 =(p- ex)z — % + y2 = p2 — 2epx + e2x?
— x2(1 — 62) +2epr + 12 = p?
2 2
- a? + 2%+ = o
ep \? y? p? e?p?

- (x + 1762> + T—e2 — T1_e2 + (1—e?)?

2 2 2
= (x + 1?;2) + 1g62 = (171)62)2

L’équation dans le référentiel R'(C, XY Z) s’obtient en procédant au changement
de variable

{X = x+1fi2 (67&1)

Y = y.
L’équation prend la forme suivante en divisant par p?/(1 — €2)2,
X2 Y2
~ = 1.

(1—e?)2 1—e?

3. Calcul des parametres géométriques de ellipse :

(a) Pmin :
p p
Prmin ply ) Prmin 1+4+ecos(0) 1+e
(b) Pmaz -
Pmax = P(SD = 77) = Pmaz = b = b

1+ecos(mr) 1—e

(c) aet b : on utilise '’équation de la conique dans le référentiel R'(C, XY Z) ce
qui permet d’écrire

X2 v? X2 Y2 p p
- - = + = 1 —q = et b = —.
a? b? _(leQ)Q 1212 1—e2 V1—e?
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(d) ¢ : la distance du foyer de lellipse F' au centre C' est donnée par

C=0a— Pmin =0 — =a—a =a—a(l—e)=c=ea=

4. Calculons les vitesses V4 et Vp respectivement du point M a l'apogée et a la
périgée. En effet, apogée et la périgée constituent les sommets de 'ellipse et
donc la vitesse est orthoradiale en ces points, V(M /R) L OM. Ainsi le moment
cinétique de M en A est |Go(M = A)| = mpmacVa = 722 Va et celui de M en P
est [Fo(M = P)| = mpminVa = 192 Vp. Or le moment cinétique est conservé et
on a |dp| = mC = m\/pGMs, ce qui donne

1-— M,
v = 29y, /G
p p
1 M,
Vo — C( +e):(1+6) G
p p

5. Comme I’énergie mécanique est conservée, elle a la méme valeur quelque soit la
position de M sur Pellipse. Calculons sa valeur au point P :

E, = E.M=P)+E,M=P)
1 5 GMgm

= —-mVj—
2 Pmin
1GM GM
= T )2 T
2 p D
1GM,
_ 1c (14 € +2e —2 - 2)
2 p
1 1—e2 GM.
= —=GMsm c __ s
2 P 2a
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4.2.4 Corrigé : Mise en orbite d’une sonde spatiale

On se propose d’étudier la mise en orbite autour de Mars d’une sonde S de masse
mg. La sonde est soumise a l'effet de I'attraction gravitationnelle de Mars. Le référentiel
lié & Mars peut étre considéré comme un référentiel galiléen. La vitesse de la sonde au
point de lancement A est Vi et présente un “parametre d’impact” b, voir figure ci-apres.

Les résultats des exercices précédents peuvent étre utilisés sans démonstration.

1. L’effet de lattraction gravitationnelle de Mars sur la sonde en A est négligeable
alors ’énergie potentielle en ce point peut étre considérée nulle. L’énergie méca-
nique est alors F,, = %mVj. Comme 'énergie mécanique de la sonde est positive
ce qui implique que e > 1, alors la trajectoire est une branche d’hyperbole dont
le sommet est le point pour lequel la vitesse est orthoradiale (B) et le foyer est

0.

2. La constante des aires C' est calculée a partir du moment cinétique de S par
rapport & O en A :

— -
odo = OAAmMmgVy
— N
= <5?+IA> AmgVa
. ~ o
= 5_[)/\m5VA — |0'0| =mgbVy — C = M = bVy4.
mgs
3. Le moment cinétique est conservé car la force est centrale. Ainsi le moment ci-
nétique de la sonde S en B, sachant que Vp L O?, puisque la trajectoire de la
sonde en B est tangente au cercle,
bV

o] = mgary Ve =mgC =mghVy = Vi = P
M
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4. L’énergie mécanique en B est égale a

1

2GM
— Vg = Vj + M
Qrpyg
ary 2G My,
b= Vg = 1+ ———
or Vi B ary + O”"MVX

Pour que la sonde atterisse sur la surface de Mars, la valeur b, du parametre
d’impact est celle qui correspond a o« = 1, ce qui donne

/ 2G My
b, = 1+ ——s.
o TM + O[T‘MVAA2

5. On utilise le résultat de 'exercice 2 :

GMyy
ary

Vor b

6. Pour faire passer la sonde sur l'orbite circulaire de rayon arys, la variation de

vitesse & communiquer a la sonde est

GM bV,
AV = Vo —Vp = *_—4
AT p arpr

4.2.5 Corrigé : Orbite géostationnaire

On rappelle qu'une orbite géostationnaire est celle d’un satellite restant toujours a
la verticale d’'un méme point du globe terrestre.
On note par S le satellite que 'on considere comme un point matériel. La période
de rotation de la Terre est T = 86164s , son rayon Rr ~ 6.4 x 103km et sa masse
Mrp ~ 6 x 10**kg. La constante gravitationnelle est G ~ 6.7 x 10711 6.1..

1. Comme le satellite doit rester toujours a la verticale d’'un méme point du globe
terrestre, sa vitesse angulaire est la méme que celle de la rotation de la Terre sur
elle méme. Comme la période de rotation de la Terre est T, alors

Qg

2 2 X

— Q, = ~73x10 %71,
T 97 36164 XS

Le référentiel d’étude Ry est le référentiel géocentrique. Il est galiléen car les dis-
tances parcourue par le satellite sont négligeables par rapport aux parametres de
la trajectoire de la Terre autour du soleil et donc R, peut étre considéré en trans-
lation rectiligne uniforme par rapport au référentiel héliocentrique (Copernic).

Contact: elkacimi@uca.ma

Département de Physique - FSSM 2015/2016



Mouvement dans un champ de force centrale

2. On se propose d’établir les expressions du rayon de l'orbite géostationnaire R,
ainsi que son altitude h,,.

a) Le satellite est soumis & l’action de l'attraction gravitationnelle qui est une
force centrale et donc le moment par rapport a l'origine O de Ry, qui est
confondu avec le centre de la terre, est nul. Grace au théoréme du moment ci-
nétique, le moment cinétique du satellite par rapport a O dans R, est constant
ce qui implique que la trajectoire a lieu dans le plan perpendiculaire au mo-
ment cinétique. Ce qui démontre bien que le mouvement est plan.

Comme le mouvement est plan, on utilise les coordonnées polaires p et .
Comme ), = ¢ est constante et le mouvement est circulaire de rayon R,
alors

OM = Ry, = V(S/R,) = R,Qy&, = 7(S/Ry) = —R 026,

Le PFD permet d’écrire

- Mrmg
mY(S/Ry) = —G—p3—6p
g
M, GMp\"?
2 t T
— RQQQ = GR_E — Rg = <Q—Z>
L’altitude est déduite comme suit h, = R; — Ry. Ce qui donne pour les

applications numériques

R, = ~42253km et hy~ 35853km.

b) La vitesse du satellite est v, = Ry€y. Son application numérique est vy ~
3.1km s~ L.

¢) Le plan de lorbite contient le centre de la Terre. Pour avoir comme axe de
rotation ’axe des poles, 'orbite doit étre dans le plan de ’équateur.

4.2.6 Corrigé : orbite elliptique

Avant de placer un satellite sur une orbite géostationnaire, le lanceur des satellites,
comme Ariane pour I'exemple, 'injecte a la périgée d’une orbite elliptique, dite orbite
de transfert, a une altitude hg = 200km de la base de lancement et avec une vitesse, que
I’on note vy, telle que apogée A de I'orbite de transfert soit sur 'orbite géostationnaire.
Au moment ou le satellite se trouve en A, on actionne des moteurs qui réajuste sa vitesse
et le transferent sur 'orbite géostationnaire, voir figure ci-contre.
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Orbite geocentrique I
i S

erre |P

Orbite de transfert

Rg=R;+hy R R;+h

hvoy

Les notations et les résultats de ’exercice précédents concernant une orbite géosta-
tionnaire sont utilisés sans démonstration.

1. Comme le satellite est injecté a la périgée de 'orbite elliptique a la hauteur hy,
et que la Terre occupe I'un des foyers de 1'ellipse, alors

20 = ho+ Rr+ R,

Notez bien que ppin = Rr+hg et ppa = Ry, et comme 'excentricité e de I'ellipse
est donnée en fonction de ces deux quantités par

Pmaz — Pmin _ Ry — Rr — ho _ hg — ho
pmaz + Pmin  Rg+ Rr+hy  hg+2Rp +ho

[ =

Quant au parametre p de ellipse, on 'obtient & partir de a et de e comme suit
p = a(l—é%).
Les applications numériques des différentes grandeurs calculées auparavant sont

a ~ 24427km e~ 0.73 p =~ 11417km.

2. Rappelons que la seule force a laquelle le satellite est soumis est 'attraction
gravitationnelle dont la forme est F' = —% = —GMprmu?é,' o u=1/p et
m la masse du satellite. Le PFD écrit avec la formule de Binet est

d*u d?u GMr

- 2 o 2.
my(S/R) = —-mC (d—<p2 + u> €, = —GmMpu“e, = 12 +u= Iz

La solution globale est la combinaison linéaire de la solution sans second membre
Ussm = Acos(¢— o) et d’une solution particuliere u, = %, ou A et g sont des

1. La constante universelle de gravitation peut étre notée soit par G soit par K.
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constantes d’intégration. On prend g = 0, Oz confondu avec 'axe de lellipse,
et la solution générale est

CQ
GMT 1 G M P
ssm T+ Up 2 2 P P 1+AGC—]\;TCOSSD 1 + ecosp

ceci implique que

02
p = = C' = /pGMr.
GMr

3. Sachant que les vitesses sont perpendiculaires aux vecteurs positions respective-
ment a la périgée et a I’apogée implique que Pyminto = Pmazv1- De méme le moment
cinétique oy du satellite en ces deux points est le méme puisque ce dernier est
constant, avec o9 = mC' = Mg Pmin = MV1 Pmaz, C€ qui implique que

C vpGMrp C vpG M

vy = = et v = = .
Pmin RT + hO Pmaz RT + hg

Les applications numériques sont données par

V11.5 x 106 x 6 x 1024 x 6.7 x 1011 1
_ = 10265ms ™~
v 6400 x 10% + 200 x 103 e

V11.5 x 106 x 6 x 1024 x 6.7 x 1011 16031
v = = 1ms .
! 6400 x 103 + 35.853 x 103

4. La différence de vitesse que doit communiquer le moteur d’apogée est vy — vy ~
3100 — 1603 = 1397ms .

5. La troisieme loi de Kepler permet de relier la période sidérale T, et qui dans
notre cas la période sur I'orbite de transfert
T2 = a’4n?/(GMry).
Comme le temps que va passer le satellite sur 'orbite est la moitié de la pé-
riode, puisqu’il parcourt la distance entre la périgée et ’apogée, alors le temps de
transfert ¢, est

ttr -

4.2.7 Corrigé : Orbite hyperbolique

Corriger sur la figure les vecteurs de la base polaire a I’état initial 0y, et
Uy 0. En effet, iy, est perpendiculaire a @a. Noter bien aussi que les états initial et
final sont tres loins de O, ce qui permet de considérer dans ces cas que r — oo et donc
I’énergie potentielle négligeable.
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Une météorite M a, tres loin de la Terre, une vitesse 9y = vy A portée par une droite
située a la distance b de 'axe (A) du centre de la Terre O, voir figure ci-contre. On note
par m la masse du météorite, Mp la masse de la Terre, Ry son rayon et G la constante de
gravitation universelle. On travaille dans le référentiel géocentrique, supposé galiléen. La
position de M est repérée par les coordonnées polaires (r,0), OM = ri,. La trajectoire
du météorite est une branche d’hyperbole de foyer O, le centre de la Terre.

Noter bien que I’on utilise les notations (i, 4y) pour la base polaire et (r,0) les coor-
données correspondantes.

1. Etant donnée que la seule force a laquelle est soumise la météorite est attrac-
tion gravitationelle et que cette derniere est centrale et son support passe par O
alors son moment est nul ce qui implique que le moment cinétique &,(M/R) est
constant tout au long du mouvement. Nous avons ainsi

—

oo(M/R) = mTQQE:Cst:m ATy = O_—_>M mvsinm o)k = mugbk
( / ) 0 0 0 0 0, Y0 0

7 — — . = — . = —
ou k =, Aty et sin(OMy, ) = sin [71' — (OMy, )| =b/[|[OMy||.
De plus I’attraction gravitationnelle est conservative et le potentiel dont elle dérive
est égal a U(r) = —GMpm/r. Aussi, tres loin de la Terre, I’énergie potentielle est
négligeable, U(r) — 0, et donc ’énergie mécanique est égale a ’énergie cinétique
comme suit

1
E, = §mv(2].

2. Lorsque la météorite se trouve au sommet S, la vitesse V(M/R) = & L 03.

Sachant que 7, = HO?H et 0, = Mrpmv = mugb = v = vob/Tmin, cela
implique
1 GMrm 1
E, = “me? — — L :—mvg
2 Tmin 2
- o =Y
Tmin T'min
GM
2 T 2
- Tmin 27rmin —-b0"=0
0
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dont la seule solution acceptable est la racine positive, étant donné que ry,;, > 0 :

Tmin = — P P

M 2
L (GMT> + b2,
0] 0]

3. La météorite ne rencontre pas la Terre si 1, > Rr, ce qui implique que
GMr\*> (GMr\?
o (e ) (G20
Yo Yo
/ GM:
—b > Rp./1+ 2—2

et la valeur minimale de b est

/ GMr
bin = Rpi/l1+2——=.
T + RTvg

4. Pour calculer 'angle ¢, on applique le PFD

dv GMTm .
m— = ———1u
dt rz2
B GMrm diig
T T 24 de
726 ®
B GMprm? diig . GMpm duyg
oo df bvg df »
nous avosn utilisé le fait que % |r = —1,. En intégrant cette équation entre I’état
initial et I’état final, on obtient
L GMr L
Up =t =+ = (Up,y — tgp).
Vo
En projetant cet équation par wa, sachant que ¥y - Ua = vo, Ugo - Ua = 0,
Uy ¢ - UA = cOsp et g f - Un = cos(p + 7/2) = —siny, alors
GMr |
vpcosp — vy = — sinp.
b’U(]

Comme l'énergie potentielle est négligeable aussi bien a 1’état initial qu’a I’état
final et comme ’énergie mécanique est conservée, alors

1 1
Eno = Enp— imvg = §mvj2c = vy = Vf.
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ce qui donne finallement

( 1) GMr .
vg(cosp — = - sin
0 2 bug ®
. P GMr_, . ¢ ¢
== —281115 = _WQSIH§COS§
(%2 GMT
— tgt = .
g2 + bvg

Deuxieme approche pour cette derniére question : voir le
cours - Mouvement hyperbolique

Nous avons cosa = % ou « est I'angle que fait la direction asymptotique avec ’axe

Fz. Silon compare avec la figure de l'exercice, nous avons 2o+ p =7 = a =5 — %.

De méme nous avons

2pE)y
2

=1

¢ + GMm

412
avec p = 03 /(GMm) = p = mv3b?/(GM) et Ey = 1/2mv} = e =1+ —(é(}&)z- Or
nous avons

1
cos2a 3 v
= oo b= %
=4 tg2a = (5(35)2
=ty = (cg%\f)ﬂ = t5; = +£\Z

nous avons retenu la solution postive car 0 < ¢ < 7w et qui n’est d’autre que le résultat
obtenu.
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Quelques contréles corrigés

Contréle continu : Novembre 2013

EXERCICE 1 (6 points)

Dans un référentiel R(O,

i7 E) les coordonnées d’un point matériel M sont données
par les fonctions du temps z(t) =

=t y(t) =t(t—1) et z(t) = 0 ou ¢ est le temps.

1) Déterminer ’équation cartésienne de la trajectoire du point M. En déduire sa

nature.
2) Déterminer les composantes et le module de la vitesse V(M /R) & 'instant ¢.
3) Déterminer 'accélération 7(M/R).
4) Discuter la nature du mouvement de M en fonction de .
5) Déterminer les vecteurs de la base de Fresnet (7,7, b), sachant que b = k.
6) En déduire les composantes tangentielle et normale de I’accélération du point M.
7) Déterminer le rayon de courbure de la trajectoire en fonction de ¢.

PROBLEME (14 points)

Dans un repere R(O, XY Z) supposé fixe et muni de la base orthonormée directe
(.7, E) un cercle (C') de centre O; et de rayon a passe par l'origine O. On désigne par
R1(01,X1Y177) le repere lié au cercle et muni de la base orthonormé directe (’Ll,jl, k:)
Le cercle (C)/E)urne dans le plan (OXY') avec la vitesse angulaire constante w telle

que (i,i1)=(j, 1) = ¢(t) = wt, comme indique la figure ci-dessous. Un point maté-
riel M se déplace sur le cercle (C') avec une vitesse angulaire constante w telle que

—_

(i1, é'p):(fl, €,) = p(t) = wt. On désigne par Ro(O1, X2Y27Z) le repere lié au point M et
muni de la base orthonormée directe (€, €y, k).

81
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-

Toutes les grandeurs vectorielles doivent étre exprimées dans la base (Zl,jl,k).

|- Etude du mouvement de M dans R

1) Exprimer les vecteurs €, et €, en fonction des
vecteurs ¢ et ji.

—
2) Déterminer le vecteur position OM du point
M.

3) En déduire la vitesse absolue et 'accélération
absolue du point M.

[I- Efude du mouvement de M dans R,

On suppose que R;(01, ?1,51, E) est le repeére relatif,

R(O, i 7, E) étant le repere absolu.

1) Vérifier que le vecteur rotation Q(Ri/R) =
wk.

2) Déterminer la vitesse relative V, = V(M /R1)
et la vitesse d’entrainement V, du point M.
3) Déterminer 'accélération relative 4, = (M /Rq), 'accélération d’entrainement
e et I'accélération de Coriolis 4, du point M .

4) En déduire la vitesse absolue V(M/R) et Paccélération absolue (M /R) du point
M. Comparer les résultats trouvés avec ceux calculés en I-3).

III- Etude du mouvement de M dans R

- —

On suppose dans ce cas que le repere R (02, €,, €,, k) est le repere relatif, R(O, 1, 7 E)
étant le repere absolu.
1) Déterminer €{(Ry/R1). En déduire que (I(Ry/R) = 2wk.
2) Déterminer la vitesse relative V, = V(M /Ry) et la vitesse d’entrainement V, du
point M.

3) Déterminer 'accélération relative 4, = (M /R3), 'accélération d’entrainement
e et I'accélération de Coriolis 4, du point M.

4) En déduire la vitesse absolue V(M/R) et Paccélération absolue (M /R) du point
M. Comparer les résultats trouvés avec ceux calculés en I-3) et II-4). Que peut-on
conclure ?

Corrigé Contréle continu : Novembre 2013

Note : Deux méthodes sont proposées pour la solution de certaines questions. Pour éviter toute
confusion & propos du baréme, seule la premiére méthode est notée. Priére d’appliquer le méme baréme
a la deuziéme méthode.
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EXERCICE 1 (6 points)

Les coordonnées d’un point M sont données dans le référentiel R(O, XY Z) par les fonctions du temps
z(t) =t, y=1t(t —1) et z(t) =0 ot ¢ est le temps.

1) L’équation cartésienne de la trajectoire du point M est obtenue en exprimant y = y(z) : 0.75pt

z(t)=t

y(t) =t - =ale—1) = [y=a’ 2| et z=0. ‘

C’est ’équation d’une parabole.

2) Calculons la vitesse V (M/R), sachant que le vecteur position est OM = zi+yj 0.75pt
——
— dOM
V(M/R) T
R
V(M/R) = #i+yj

= i+ (2t-1)j.

Le module de la vitesse est égal a

Vo= IVO/R)| =V (M/R) - V(M/R)
= A E-D) G- D) = VIT R -1 = VA -4t 2.
3) L’accélération du point M par rapport & R est donnée par 0.5pt
- dV (M/R
/) = DEIR)
R
= 2]

st accéléré ou bien retardé, nous avons deux méthodes.

Méthode 1 : On utilise le produit scalaire entre ’accélération et la vitesse

., . av
VO/R) MR = v
= ([@(+@-1j)-2
= 202t —1)
ce qui implique que % a le méme signe que (2t — 1) :

YV>) = 2-1>0=1¢>

o mouvement accéléré

1
2

av

<0 = 2t-1<0=0<1t< % mouvement retardé ou décéléré
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Méthode 2 : On calcule directement la dérivée par rapport au temps du module de la vitesse V :

dVv d
o LIt 2]
i o [VIF e
2(2t — 1)
T+ (2t —1)?
on en déduit que % a le méme signe que (2¢ — 1), ce qui donne

{ % >0 = 2%—-1>0=t¢ mouvement accéléré

< % mouvement retardé ou décéléré

all
Il

i+ (2t -1)7

T+ (2t —1)2

Le mouvement se fait dans le plan Oxy ce qui implique que b=k D’ou, I'expression de 77 est
égale a

Su
Il
BT

-

AT
N i+ (2t —1)]
T+ (2t —1)2

\
e

—2t—1)i+7]

V1t @t—1)2

6) Calcul de Paccélération tangentielle ; : deux méthodes

Méthode 1 : Connaissant ’expression de Y(MR) et de 7, on déduit I'accélération tangentielle
par

IV(M/R)|

22t — 1)
T+ (2t —1)2

Méthode 2 : On calcule 'accélération tangentielle a partir de la dérivée par rapport au temps
du module de la vitesse

av

dt

% [ 1+(2t—1)2]
202t — 1)
1+ (2t 1)

Calcul de I’accélération normale ~,, : deux méthodes
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Méthode 1 : Connaissant ¥(M/R) et i, on déduit v, par

Yo = F(M/R)-ii
Tt (2172

2
S Ve @

Méthode 2 : On déduit vy, & partir de ¥(M/R) et 7 par

T = \VHM/R) =7
_ 4(2t — 1)2
- 1+ (2t—1)2
o Ja—a2t—1)2 442t - 1)?
N 14 (2t —1)2
2

VIt @t—1)2
7) Calcul du rayon de courbure R : deux méthodes 0.5pt

Méthode 1 : on utlise vy, et on obtient

e (1+(2t71)2)><< 1+(2t71)2>

Tn 2

- %(1—}—(275—1)2)3/24 @

Méthode 2 : on utilise V(M/R) et F(M/R) comme suit
V3
IV(M/R) A5(M/R)]
(1+ (2t —1)?)*?
I12k]

R

R =

. 3/2

(1+ (2t —1)%)

N | =

PROBLEME (14 points)

Données du probléme :
R(0, XY Z) est le référentiel fixe muni de la base (7,7, k) ;

R1(01,X1Y1Z1) est un référentiel mobile muni de la base

(Zlyfl7 E) tel que (;7 ;1):(57.;1) = Qa(t) = wil,;
R2(02,X2Y27Z5) est un référentiel mobile muni de la base

—

(85, E,, k) tel que (i1,8,)=(J1,€,) = o(t) = wt. w est constante.
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-

Toutes les grandeurs vectorielles doivent étre exprimées dans la base (Zl,jl,k).

[- Etfude du mouvement de M dans R

1) Expressions de €, et &, en fonction i1 et ji :
nous projetons les deux vecteurs respectivement comme suit

= COSpt1 + Singj1
<>
€y, = —Sinpii + CosYji

—
2) Expression du vecteur position OM de M :

o
A~
|

— s — .
OM =001 +01M = a1+ aé'p

= a (?1 + cosgofl + sincpjl)

= a [(1 + cos)i1 + sincpfl] .

3) Expressions de la vitesse V(M /R) et de Paccélération §(M/R) :

—
. dOM
VIM/R) = ——
R
= a|—gsingir + (1+ Cosw)% + geosp + Siw% }
R R
= aw [—QSinprl +(1+ 2COS§0);1] .
et
. dV(M/R
sar) = WUIR)
R

= aw? [—200590;1 - QSimpﬁ - QSincpjl -1+ 2cos<p)fl]

= —aw? [(1 + 4cosp)ir + 4singafl} .

[I- Etude du mouvement de M dans R,

1) Vérifions expression de 3(R1/R) :

T coswf—f— sin(pf = % = <p;1 4,0]; AT
R
comme
di di - =
S = B L GRR) AT = G(R1/R) AT
dt = dt =
1
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en comparant cette derniére expression avec celle calculée auparavant, on en déduit que

=48] (oan )

2) Expressions de V, = V(M/R1) et de V. de M :

et

dO1M
dt

R1

d - -
= @ [a (coscph + sincpjl)}

= aw <fsingm?1 + cosgaﬁ) . @

. R s
= V(O01/R) + G(R1/R) AO1M
= aw}l + awk A [cosnpa + Sintpﬁ]

= aw [—sincpfl +(1+ coscp)jl]

3) Expressions de 4, = ¥(M/R1), Je et de e :

et

et

. av,
R
R1
- cotfeema]. (s
= —aw” |cospll + singpj1 | .
dv(gt/ R) dQ“;;/ R) ANOM + (R /R) A (F(R1/R) A O1 M)
R R

—aw? [(1 + cosy)i1 + sincpj'l] . @

20(R1/R) AV,
20w’k A (fsimpfl + cosnpjl)

—2aw? (coscpfl + sin(pﬁ) . @

4) Expressions de V, = V(M/R) et de Jo = J(MR) :

Va

Ve + V.

= aw <fsingm?1 + cosgaﬁ) + aw [fsingmﬁl +(1+ cosga)fl}

= aw [—QSinprl +(1+ 2COSL,0);'1] @
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et

Ya - ’V’r + ’Ve + 5"0
= —aw’ (cosnpfl + singafl) — aw? [(1 + cosga)fl + simpjl] — 2aw? (cosnpfl + singafl)
= —aw? [(1 + 4cosp)in + sincpjl] .

On note que les résultats obtenus par décomposition des mouvements sont identiques & ceux

obtenus par le calcul direct.

III- Etude du mouvement de M dans R

1) Expression de ((R2/R) :
Méthode 1 :
Expression de Q(R2/R1) :

s . g €
€, = cosyii + sinpj = d_tp

comme

dt

dt

+ Q(Ra/R1) A, = (R2/R1) AE,
R2

R1

en comparant cette derniere expression avec celle calculée auparavant, on en déduit que

‘ Q(R2/R1) = ok ‘

Comme (R1/R) = wk et H(Ra/R1) = wk ce qui implique que 3(Ra/R) = G(R2/R1) +

Q(R1/R) = 2wk.

Méthode 2 :
o - . - de, . . - = o DA
€, = cos(2p)i+sin(2p)j = | = 2¢ (—sm(2<p)z + cos(2<p)j) = 2wé, = 2wk Né,
R
avec &, = —sin(2¢)i 4 cos(2¢)j. Comme
de, de, = =
% = % £ O(Ra/R) A8y = (R2/R) A&,
R R1

et en identifiant cette derniere expression a celle trouvée dans I'expression précédente, on déduit
que

O(R2/R) = 2wk.

2) Expressions de V,, = V(M/Rs) et de V. de M :

‘7 _ dO1 M _ a@ _ 6
T dt T dt e
Ro Ro
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et

V. = V(0i/R)+Q(Ra/R) A 0. M
= awji + 2awk A €p

= awjl + 2aw <fsingm?1 + cosgaﬁ)

= aw [—2sin¢f1 +(1+ 2COS(P)_;1] .

3) Expressions de 5, = ¥(M/Rz2), ve et e :

et

et

. dV(M/R2)| =
o= dt =0
Ra2
v Q —
V%m) + (R;t/n) AOLM + §G(Ra/R) A (
R R

—aw’iy + 2wk A <2wE A a€p)

—aw’ih — daw’e, = —aw® [(1 + 4cosp)in + 4sin<pjl]

Y. = 20(R2/R)AV(MRs) =0.

5) Expressions de la vitesse absolue V, = V(M/R) et de Jo = F(M/R) :

et

On constate de nouveau que

4).

On en~conclut que les expressions de V, et de Yo sont indépendantes du choix du référentiel

—

Vo = VIM/R)=V,+V.

= aw [—QSin(pzq +(1+ 2cos¢)f1]

Ya = 5"7‘ +5"e +’7¢

= —aw? [(1 + 4cos<p);1 + 4Sin<,0;1] .

—

relatif. Elles ne dépendent que du référentiel absolu.

Va et ¥, sont identiques aux expressions trouvées en I-3) et II-

Contact: elkacimi@uca.ma

Département de Physique - FSSM 2015/2016

1pt



Mouvement dans un champ de force centrale

Contréle final : janvier 2014

Exercice

Soit R(Oxyz) un repére muni de la base cartésienne (7,7, k). Une roue circulaire de rayon R et de
centre C roule sans glisser % sur 'axe Oz tout en restant sur le plan Ozy, figure 4.1. Un point A de la roue
coincide a l'instant initial ¢ = 0 avec l'origine du repere O. Le centre C' est repéré par les coordonnées
. selon iet Y selon ; et sa vitesse est constante et égale a V..

1. Calculer les distances parcourues pendant la durée dt par ’
A et par C. En déduire que ¢ = %t.
2. Déterminer les coordonnées du point A & l'instant ¢ dans
la base cartésienne. A
3. Calculer le vecteur vitesse de A, V(A/R). En déduire 'ex- Vc
pression de son module V = ||V (A4/R)]|. .
4. Calculer les coordonnées des positions de A pour lesquelles i T
la vitesse est nulle ? Ke O4i’{>
FIGURE 4.1 -

—
5. Calculer le vecteur unitaire @r de la direction du vecteur CA. En déduire le vecteur 4, tangent
a la roue au point A.

6. Montrer que le vecteur V(A/R) peut etre décomposé en deux vecteurs de méme module, I'un
est parallele & Ox et 'autre est tangent a la roue.

2. Le roulement sans glissement de la roue implique que pendant une durée dt, la distance parcourue
par A est égale a la distance parcourue par C.
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Probléme

Soit R(O, zyz) un référentiel muni de la base cartésienne (i, J, k).
On considére un systeme formé par deux tiges rigides de masses
négligeables (OA) et (AB), avec |OA| = Ly. La tige (OA) est
articulée en O et tourne autour de Oz avec une vitesse angulaire
constante 0(t).

Soit R1(A, z1y121) un référentiel muni de la base (i1, j1,k1). La
tige (AB) est articulée en A & la tige (OA) et tourne dans le
référentiel R1 avec une vitesse angulaire constante ¢(t), voir fi-
gure 4.2.

Un anneau P se déplace sur la tige AB par rapport a R1 avec une
vitesse constante vp. A l'instant initial ¢ = 0, les barres OA et
OB sont colinéaires avec Oz, 6y = ¢o = 0, et 'anneau se trouve
en A.

La position de I’'anneau P est repérée dans R par ﬁ = pé,.
Dans la suite du probleme, R est le référentiel absolu et R1 est
le référentiel relatif dont le vecteur de rotation est Q(R1/R) = 0.

Toutes les grandeurs vectorielles doivent étre exprimées dans la base (Zl,jl ,EBGURE 4.2 —

1. Calculer p en fonction de t et de vp.

. Calculer la vitesse relative V. = V(P/"Rl) et la vitesse d’entrainement V. de I’anneau P.

. En déduire la vitesse absolue V, = V(P/R) de Panneau P.

. Calculer l'accélération d’entrainement 7. et I'accélération de coriolis 4. de 'anneau P.

2
3
4. Calculer L’accélération relative 7, = 4(P/R1) de 'anneau P.
5
6

. En déduire I'expression de 'accélération absolue ¥, = (P/R).

Corrigé : contréle final Janvier 2014

QUESTIONS DE COURS (4 points)

1. Sachant que R est galiléen et en dérivant ¢, (M/R) par rapport au temps dans R on obtient

——
3o (M/R) doM| — dF(M/R)
dt T dt NPM/R) + OM A dt
R R R
comme F(M/R) = mV (M/R) alors
dgo(M/R) o A WPM/R)
dt dt

R R

En appliquant le principe fondamental de la dynamique, dg(M/R)/dt = F, on obtient

ddo(M/R) —

dt

= OMAF =M, (F).
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2. Etablissons la dérivée par rapport au temps du moment cinétique évalué par rapport & un point oot
mobile A, sachant que Ga(M/R) = AMANp(M/R)

dAM

déa(M/R)
Cdt

dt

Aﬁ(M/R)+Z?\7/\ %

R R

— ——
Si l'on fait interposer le point O, AM = E + OM on obtient

R

— —
dAM dAB dOM - ~
R R R
ce qui donne
dda(M/R — o _
% = MA(F)+F(M/R) AV(A/R).
R
ot 3. éppliquons le théoreme du moment cinétique au point O1, origine de R1 en notant par ﬁe et
b fic respectivement les forces d’inertie d’entrainement et de Coriolis :
T
d&ol (M/Rl) o dOlM - — dﬁ(M/R1)
dt T dt APM/Ra) + Ot M A =2
R1 R1 R1

= mA(ﬁ+ﬁe+ﬁc)
Mo,

(F+ fie + fic)

CORRIGE DU PROBLEME (16 points)

R(O, zyz) est le référentiel géocentrique supposé galiléen.
Le satellite S n’est soumis qu’a 'action de la force gravitationnelle F de la Terre, leffet des autres
interactions étant considéré négligeable.
Soient Mt et Rt respectivement la masse et le rayon de la Terre. G est la constante gravitationnelle.
Soit m la masse du satellite, supposée négligeable devant celle de la terre, m << Mr.
La position du satellite est repérée par OS.

0.5pt 1. L’expression de la force gravitationnelle F est

- M-
Fo- _Gmirse
032
1pt 2. Comme la force gravitationnelle est une force centrale, F // O? , alors son moment par rapport a

O est

M(F) = 0§ p —GAM1m 58 _ 5

BXE

Aussi le théoréme du moment cinétique permet d’écrire

dO’o(S/R) _ ;\—/l—o)(ﬁ)26
dt
= F,(S/R) = constante
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Go(S/R) est constant en module, en direction et en sens. Comme il est perpendiculaire simul-
tanément a OS et a la vitesse de S par rapport & R alors le mouvement a lieu dans le plan

perpendiculaire & &, (S/R).

On choisit le plan du mouvement de S confondu avec le plan Oxy et on utilise les coordonnées
polaires (p, @) pour repérer la position de S.

3. Calculons la vitesse sachant que O? = pé,
408
dt

R

V(S/R) = pé, + ppe,

ce qui donne pour le moment cinétique de S par rapport & O dans R
7.(S/R) = OS5 AmV(S/R)
= mpé, A (pep + ppey) = mPQSbE

7.(S/R
La constante des aires C :M: P2

o m 2.5pt
4. L’énergie cinétique E. est donnée par

1 1 . .
E. = EmVQ(S/R) =3m (P> +p°¢%) .

Comme C = p*p = ¢ 2? ce qui donne pour I’énergie cinétique

1L (., C?
E. = §m<p +F>

L’attraction gravitationnelle est conservative. On calcule directement son énergie potentielle
comme suit

dE, — —ﬁ-dcﬁ:%ap-(dpéﬁpdep)

GmMT GmMT

= po == E, = — + Constante

nous avons utilisé é, - de, = €, - (dpe,) = 0. Comme E, — 0 quand p — 400, la constante est

GmMT
P

L’énergie mécanique F,, est égale a

nulle. Ainsi Ep = —

1 2 M
E,, = E0+Ep:§m<p2+%>_Gm7pT4

2

La trajectoire de S dans R est une conique d’équation p :m de paramétre p :G—]WT’

d’excentricité e et po qui est la valeur de ¢ a l'instant initial.
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14-ecos(p— 2
5. Calculons d’abord I’expression de p sachant que ¢ = C/p? = C( (;0 #0))

dpde _ (( pesin(p — ¢o) ) oLt ecos(p = ¢0))* _ %esm(@ o).

dp dt 14 ecos(p — ¢o))? p?
6. Calculons la relation entre I’énergie mécanique F,, et 'excentricité e
1 2 1 — 0))? 1 —
B o= im <C_2€25m2(¢_%)+02< +ecos(f ¢0)) ) _ Gy L ecos(e = ¢o)

2 \p P P
1 GmM: .

= 5B [efsin®(p — o) + (1-+ ecos(i — o) 21 + ecos(ip — 40)]
1 GmM .

= 3 n”; T [62SIH2 (¢ — o) 4+ 1+ 2ecos(p — o) + €°cos® (¢ — po) — 2 — 2ecos(p — ©0)]
1 GmMT 2

= 3 (e’ 1)

qui est la relation demandée. On a utilisé la relation C? = pGMr.

7. Le satellite est mis sur une orbite circulaire de rayon p et dont la période de révolution est Ty
(la durée au bout de laquelle le satellite effectue un tour autour de la Terre).

7-a) Comme lorbite est circulaire alors e = 0 et en utilisant 1’équation polaire de la conique on
obtient p = p = constante, ce qui donne pour I’énergie mécanique F,,

_l GmMT

E
m 2 P

7-b) Comme p est constant, alors p = 0 et ¢ = C/p? est constante puisque C' est constante. Or
le vecteur vitesse est donné par

- N . - ., C ¢
V(S/R) = pé + ppé, = ppey, = [V(S/R)| = pp = Pz =, = constante

comme le module de la vitesse est constant alors le mouvement est uniforme.
Sachant que C' = /G Mrp, nous avons

GMr

V(S/R)| = p

—

8. 8-a) Calculons le travail de la force de frottement 6W (f) :

W(f F-dO% = —kmVV(S/R) - do—ﬁ

~—

= W(f) = —kmVidt
comme V' est constant, alors le travail de la force de frottement au cours d’une période de

, i 27mp
révolution Ty :7 est

W (f) 6W() ka/ dt

0

L — _orkGmMr.

—kmV>Ty = —21kmpV? =
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8-b) Calculons E,(p + Ap)

GmM: 1
Bnlp+8p) = =3 Tp+Ap
o _GmMT 1 —_GmMTl 1
2 p(1+42) 2 p1+42

1

Gt (,_o0)

2 p p
_ 1pt
8-c) Calculons AE,, = En(p+ Ap) — En(p)
GmMr 1 A GmM:
AEn = En(p+Ap) = Bulp) = ——T—1= (1__,)) + T
2 p p 2p
o G’ITLMT &
= R
1pt

8-d) Appliquons le théoréme de 1'énergie mécanique pour une révolution du satellite,

AE, = W(f)= GmQMT A—f = —2nkGmMr => Ap = —Arkp®
p

qui est la relation recherchée.

8-e¢) Comme k > 0 alors Ap < 0 ce qui implique que le rayon de l'orbite diminue. 1.5pt
(o

GMry
p

Comme V = et p diminue alors le module de la vitesse augmente.

Contréle de rattrapage : Janvier 2014

EXERCICE I (10 points)

On considére le mouvement d’un point matériel M de masse m dans un référentiel R(O, zyz),
supposé galiléen. Le point matériel M est soumis a ’action de la seule force F' qui dérive de 1’énergie
potentielle E,(z,y) = ay/x? + y?, a étant une constante postive.

1. Etablir I’expression de la force Fa partir de son énergie potentielle Fp(x,y). En déduire que F
est une force centrale.

2. Montrer que le moment cinétique de M par rapport au point O dans R, &,(M/R), est conservé.

Dans la suite de I’exercice, la position du point matériel M est repérée par
les coordonnées polaires (p, ).

3. Etablir I'expression de la vitesse de M par rapport a R en fonction de p, p et ¢.
4. Déterminer l'expression (M /R).
5. Etablir I'expression de ’énergie cinétique E. de M. En déduire 'expression de 1’énergie méca-
nique E,, de M en fonction p, p, 0o(M/R) et de la masse m.
. PR 2, . P s .
6. En al?pllquant le theorerfr}ui deOQIOeSngggg mqganique, rgoy%torczmﬂ.l équation du mouvement est
donnée par m2p m
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Mouvement dans un champ de force centrale

7. On considere le cas ou M est animé d’un mouvement circulaire de rayon p = po. Que devient
2\ 1/3
I’équation du mouvement ? En déduire que I'expression de po est donnée par pg = ( 2 ) .

am

8. Le point matériel M est soumis a des petites oscillations radiales telles que p = po + € avec
€ << po.

8-a) A partir de I’égquation du mouvement établie en 6, déterminer 1'équation différentielle
vérifiée par e.

1
On utilisera 'approximation : ————3~ 1 — SL.
Po
8-b) En déduire que la pulsation propre wo des petites oscillations radiales est égale &
270* \ V/°
wo = <—m20'(2,) .

EXERCICE II (10 points)

On se propose d’étudier dans cet exercice le mouvement des chaises volantes d’un manege, voir photo
ci-dessous(figure 4.5). Pour ce faire, on considére une chaise comme un point matériel M de masse m
suspendu & un disque D par un fil de longueur inextensible L. Le disque (D) de rayon R tourne a une
vitesse angulaire constante w et reste a tout instant horizontal et & une hauteur h constante du sol, voir
figure 4.6.

Considérons R(O, zyz) un référentiel fixe, supposé galiléen, muni de la base orthonormée directe (zﬂ7 ;’7 E)
Soit R1(O1,x1y121) un référentiel lié au disque D, que Pon utilise comme référentiel relatif, muni de la
base (fl,fl, El = E) R1 tourne autour de ’axe Oz et le vecteur rotation de R1 par rapport a R est
donné par ((R1/R) = wk. Le vecteur AM reste constament dans le plan (O1z121) et sa direction par
rapport a la verticale est repérée par 'angle 6.

On donne 001 = hlgc'7 O1A = Riy et AM = Lit;. On pose U3 = —fl ainsi la famille des vecteurs unitaires
(@1, U2, Us) forme une base orthonormée directe.

Toutes les expressions des grandeurs demandées doivent étre exprimées dans la base (i1, U2, Us).

o o
1. Déterminer les expressions des vecteurs 71 et k en fonction de @ et is.

2. Etablir les expressions des vecteurs vitesse relative V(M /R1) et accélération relative Y(M/R1)
de M.

3. Déterminer les expressions des accélérations d’entrainement, 7. et de Coriolis, 7., de M.
4. Donner les expressions des différentes forces exercées sur M dans R;.
5. Ecrire le principe fondamental de la dynamique (PFD) appliqué & M dans le référentiel R;.

6. Par projection du PFD sur la base :

6-a) déterminer 'expression de la tension T exercée par le fil sur M.

6-b) établir I’équation différentielle du mouvement de M.
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FIGURE 4.3 — Manege de chaises vo-
lantes

81,
Vue (OX 2

FIGURE 4.4 — Shéma utilisé pour résoudre
I’exercice.

Corrigé du conftréle de rattrapage : Janvier 2014

EXERCICE I (10 points)

On considére le mouvement d’un point matériel M de masse m dans un référentiel R(O, zyz),
supposé galiléen. Le point matériel M est soumis a I'action de la seule force F' qui dérive du potentiel
Ey(z,y,2) = ay/x? + y?, a étant une constante postive.

1. Etant donné que la force dérive du potentiel F,(z,y, z), alors

F = —@(Ep(x,y,z))=—€(Ep) @

sachant que le gradient s’exprime dans la base cartésienne comme suit® V = 6%2' + 6% 7+

|

k

z 'V

Q|

3. On accepte la réponse si le gradient est exprimé dans la base cylindrique méme s’elle n’est pas
encore définie.
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nous avons alors

ﬁ _aEp(:v,y,z);_ BEp(x,y,z)—f oE (,CE Y,z )
o ozr Jdy a
= xT rd Yy ird
F = —-a i1—a ] =
\/x2+y2 \/x2+y2 |OM|

— .
avec OM = xi + yj.

= N — =
Comme F' est colinéaire avec OM alors F' est une force centrale

. On utilise le théoreme du moment cinétique

d&o(M/R) o — =
e = M(F)

—
_ WAﬁ:WA<_a%>

= 0= do(M/R) = Constante

L =
puisque F' et OM sont colinéaires.

. Calculons Dexpression de la vitesse V(M /R) :

Y
— dOM - .o
V(M/R) = g | T Pee Tt rele
R
. L’expression de &o(M/R) est
F,(MJR) = OM AmV(M/R)

= mpéy A (pep + ppey)

= mp2¢E.

. L’expression de I’énergie cinétique est égale a

1 1
Ee = GmVA(M/R)=gm (5" +p°¢").

Sachant que le potentiel est donné par E,(p) = ap, 'énergie mécanique est égale a

1 . .
E, = E.+E,= Em (p2 + p2<p2) + ap.
Or ¢ = o7, ce qui donne
1 2
E, = Emp + 5m > + ap.

. La seule force a laquelle est soumis le point matériel M est conservative et ’énergie mécanique

ne dépend pas explicitement du temps alors cette derniere est conservée et donc
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dE,  0FE, - OFE, ..
a - ap T e’
2
= pla——%)+mpp
P
) = 0 = p = constant
- 0— P P
2
oup — m‘;‘;g, + — =0 et c’est I"équation recherchée.
. NP . . . .. 1pt
7. Si M est animé d’un mouvement circulaire de rayon p = pg, alors p=0et p =0

et I'équation du mouvement devient

2

o5 a oo \1/3
_—23+_:0 poz(—) .
m2p3  m am
8. Si M est soumis & des petites oscillations radiales p = pg+ e = p =€ 2.5pt
7-a) En substituant p par po + € dans ’équation du mouvement, nous obténons
2
. o 1 a
- oL+t o
0 €
(1+7)
ol € a
= i-—=(1-3—]+—=0
m?pg Po m
= €+3 e=0
0

27a* \ /3
= é'+( 5 ) e=0
m*<oo

et qui ’équation différentielle vérifiée par e.

7-b) Les petites oscillations se font avec la pulsation propre wo telle que
27a \'/°
wo = < B} ) .
m*=oo

On se propose d’étudier dans cet exercice le mouvement des chaises volantes d’un maneége, voir photo
ci-dessous(figure 4.5). Pour ce faire, on considére une chaise comme un point matériel M de masse m
suspendu & un disque D par un fil de longueur inextensible L. Le disque (D) de rayon R tourne & une
vitesse angulaire constante w et reste a tout instant horizontal et & une hauteur A constante du sol, voir
figure 4.6.

Considérons R (O, xyz) un référentiel fixe, supposé galiléen, muni de la base orthonormée directe (;, f, E)
Soit R1(O1,x1y121) un référentiel lié au disque D, que l'on utilise comme référentiel relatif, muni de la
base (217317 k= E) R1 tourne autour de 'axe de Oz et le vecteur rotation de R1 par rapport a R est
donné par Q(Rl/R) — wF. Le vecteur AM reste constament dans le plan (O1z121) et sa direction par
rapport a la verticale est repérée par 'angle 6.

On donne OO = hE, O01A = Rfl et AM = Lii;. On pose i3 = ffl ainsi la famille des vecteurs unitaires
(t1, U2, Us) forme une base orthonormée directe.

EXERCICE II (10 points)
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Toutes les expressions des grandeurs demandées doivent étre exprimées dans la base (@1, @2, U3).

77

FIGURE 4.5 — Manege de chaises vo-

B0
lantes Vue (OXZ) *
1
FIGURE 4.6 — Shéma utilisé pour résoudre
ot I'exercice.
1. Calculons les expressions de ;1 et de k en fonction Uy et U :

i1 = sinfd; + cosbia @
-
E o= —cosft1 + sinfus @

—
2. Sachant que O1M = Lii1, le vecteur vitesse relative est donné par

PR

— dO 1 M dﬁl N

V(M/R = — =

(M/R1) dt L Lo
R1 R1
Le vecteur accélération relative ¥, est donné par
F(M/R1) % = — L6, + Lbs.
R1
2.5pt 3. Sachant que w est constante, W = 0, l'accélération d’entrainement 7. est donnée par
R
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101

100,

dt

+ G(R1/R) A (Q(Rl JR) A 517\7)

R
wk A (wE A (Rfl + Lﬁl))

wk A (ijl — stin@ﬁg)

wk A (Rw + Lwsin®) 7,
—w? (R + Lsind) 7,

—w? (R + Lsin®) (sinfu1 + cosfiz)

L’expression de l'accélération de Coriolis est donnée par

4. Les forces qui sont appliquée & M dans R1 sont :

—

e 20(R1/R) AV (M/Ry)
= 2L«)E A\ Leﬁg

= 72Lwécoseﬂ’3.

1pt

m§g = —mgk=—mg (—cosbiiy + sinfiz) @ le poids;

<>
T = —Ti w la tension du fil ;

<>

Fie = —my.=mw’ (R + Lsin®) (sinfi; + cosbiy) la force d’inertie d’entrainement ;
>

ﬁic = —-my.= 2meécos€ﬁ3 @ la force d’inertie de Coriolis

5. Comme R; n’est pas galiléen, I'expression du PFD appliqué & M dans R est donnée par

my(MR1)

—

E mee.Qul + mLéﬁg

m§+f+ﬁie + Fie

—mg (—cosftr + sinfiiz)y="T1u1

+mw? (R + Lsing) (sinfi; + cosbiia) + 2m Lwbcoshils
[mgcosf — T + mw? (R + Lsinf) sinf]

+ [fmgsinQ + mw? (R + Lsing) COSQ} o + 2m Lwlcosdis

6. Par projection sur la base, on obtient

6-a) lexpression de T : projection sur

mgcost — T 4+ mw? (R + Lsind) sind = —mL6>

— T = mgcosf + mw” (R + Lsing) sind + mLH>

6-b) Dexpression de I’équation du mouvement : projection sur >

—mgsinf + mw” (R 4 Lsing) cos = mLb

= 0+ %Sin& —w? <% + sin@) cos) =0
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Conftréle de Janvier 2015

Exercice 1 : Saut a la corde élastique

Un sportif de masse m, considéré comme un point matériel M,
pratique le saut a l’aide d’une corde élastique du haut d’un
pont, voir figure ci-contre. M tombe sans vitesse initiale du
haut du pont en A avec une corde élastique, de longueur au
repos lop = 20m, accrochée aux pieds.

Entre les points A et B, la corde élastique n’est pas encore
tendue et M est en chute libre. A partir du point B, la corde
élastique peut étre considérée comme un ressort de longueur
a vide lp et de raideur & = 120N/m. On suppose que le
référentiel R(A, €y, €y, €;) est galiléen. €. est orienté vers le
bas dans la direction de la chute de M. On néglige la résistance

de Tair. La position du sportif est repérée par AM = zé&..

L’énergie potentielle de M au point A est nulle. On donne

laccélération de la pesanteur g = 9.81ms™ 2.

1. Etablir les équations différentielles vérifiées par z(t) en distinguant les cas ol la corde élastique
est tendue ou non. Donner les solutions générales sans calculer les contantes d’intégration.

2. Etablir l'expression de la vitesse atteinte par M au point B, Vg = Vg(g,lo). Donner son appli-
cation numérique.

3. Déterminer I'expression de la hauteur totale H de la chute. Donner son application numérique
dans le cas ou m = 70Kg.

Exercice 2 : Mouvement & force centrale

Une bille M de masse m assimilée & un point matériel est at- N y
tachée au point O par un fil tendu inextensible, voir figure ci-
contre. M glisse sans frottement sur un plateau horizontal (Ozy)
d’un repére R(Ozyz) supposé galiléen. La bille M reste tout Plateau
au long de son mouvement sur le plan (Ozy). La position de

M est repérée par les coordonées polaires r et , OM = ré,. ‘e’e f
A Tinstant initial ¢ = 0, M est lancée a partir d’une position
My située a la distance ro du point O avec une vitesse initiale
VO(M/R) = Vbéy, et on tire le fil de maniere a rapprocher ré- (@] i X
gulierement M du point O tel que r(t) = ro — Vit, ou V; est la
vitesse radiale qui est constante et postive.

On admet que le fil exerce la force T = —T¢, sur M et qu’il reste tendu tout au long du mouvement,
T étant le module de T

-

Toutes les grandeurs vectorielles doivent étre exprimées dans la base cylindrique (€., €y, k).
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—_

Déterminer les expressions des vecteurs vitesse et accélération de M dans R.

2. Faire le bilan des forces appliquées a M dans R.

Considérons un satellite S de masse m touché par une panne
et on souhaite le faire retomber sur la Terre dans une zone non
habitée. L’orbite du satellite est circulaire et de rayon r¢. Pour
cela, a partir d’'un point A de son orbite d’origine, on réduit sa
vitesse brutalement et I’on souhaite qu’il retombe sur la Terre
apres avoir tourné d’un angle de 90° dans sa nouvelle orbite
elliptique, voir figure ci-contre. On note par Rr, Mr respec-  ,
tivement le rayon et la masse de la Terre. G est la constante

Etablir 'expression du moment cinétique de M par rapport au point O dans R, do(M/R), et
trouver sa valeur & 'instant ¢ = 0, &Y.

Appliquer le principe fondamental de la dynamique dans R et :
a- Déterminer I'expression de la réaction R du plateau sur M.
b- Montrer que le moment cinétique (M /R) est conservé et déduire la constante des aires C.
c- Projeter le PFD sur éy et montrer que r20 est constante. En déduire que I’équation horaire

0(t) est donnée par :

Vot
ot) = ———
( ) To — ny‘t

sachant que 6(t = 0) = 0.
d- Projeter le PFD sur €, et déterminer I'expression de T' = T'(r).

Etablir I'expression de ’énergie cinétique E.(M/R) et celle de 1’énergie potentielle E,(MTR),
sachant que E,(r — 4o00) = 0. En déduire l'expression de l’énergie mécanique E.,(M/R).
Conclure.

Exercice 3 : Retombée d’'un satellite sur Terre

y AN
Orbite d'origine

gravitationnelle. Satelitte Terre

Le point A sur l'orbite d’origine est 'apogée de la nouvelle or-
bite elliptique. On note par (p, ) les coordonnées polaires du
satelitte dans son orbite elliptique. Le parametre p de 'orbite
elliptique est p = Rr.

Quelles sont les coordonnées polaires pa et ¢4 du point A7

2. En déduire 'excentricité e en fonction de ro et Rr.

En utilisant 'expression de e établie a la question 2., montrer que ’expression de 1’énergie
mécanique E,, est donnée par :

Enm =

2 2

_GMTm 27“0 — RT
re '

En utilisant la conservation de I’énergie mécanique, quelle est la vitesse a donner au satellite en
A pour qu’il s’écrase a ’endroit souhaité indiqué sur la figure ?

On donne : E,, = %}Tm (62 - 1).
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Corrigé du contréle de Janvier 2015

Exercice 1 : Saut a la corde élastique (5pt)

Un sportif de masse m, considéré comme un point matériel M,
pratique le saut a l’aide d’une corde élastique du haut d’un
pont, voir figure ci-contre. M tombe sans vitesse initiale du
haut du pont en A avec une corde élastique, de longueur au
repos lop = 20m, accrochée aux pieds.

Entre les points A et B, la corde élastique n’est pas encore
tendue et M est en chute libre. A partir du point B, la corde
élastique peut étre considérée comme un ressort de longueur
a vide lp et de raideur & = 120N/m. On suppose que le
référentiel R(A, €y, €y, €;) est galiléen. €. est orienté vers le
bas dans la direction de la chute de M. On néglige la résistance

de Tair. La position du sportif est repérée par AM = zé&..

L’énergie potentielle de M au point A est nulle. On donne

laccélération de la pesanteur g = 9.81ms™ 2.

1. La position de S est repérée par A—f)b' = 2&,. Les équations différentielles vérifiées par z(¢) sont
obtenues en distinguant les cas suivants :
— pour 0 < z < lp, S est en chute libre et la résistance de l'air est négligée donc

mié, = mge, = 2 = g.

— pour z > lp, S est soumis au poids et a la force de I'élastique, donc

k k
mze, = mge. —k(z—l)e. =2+ —z=g+ —lo
m m

qui est une équation différentielle de second ordre a coefficients constants et avec second
membre.
Quant aux solutions générales, elles sont données par

— stz <lo=>2(t) = Lgt” + kit + k2

— si z > o : la solution générale est la so e la solution sans second membre zssm (t) et une
solution particuliére z,(t). En effet, la solution sans second membre s’obtient en résolvant
’équation caractéristique r2 + wg = 0 = 71,2 = Fiwo avec wj = % La solution est alors

d
¢l

2ssm (t) = acos(wot — 1)

La solution particuliere est z,(t) = g — lo et la solution générale a la forme

2(t) = acos(wot — ) + %g —lo

2. Cette question peut étre traitée par trois méthodes, veuillez
bien en tenir compte.

Méthode 1 : Théoréme de ’énergie mécanique
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L’énergie mécanique du systeme est E,, = E. + E,. Pour z < lp, la seule force qui travaille est
le poids. Son énergie potentielle est

dE, = —-mg- dzﬁ = —mge, - dz€, = —mgdz
= FE, = -—-mgz+k

avec k = Ep(z =0) = E,(A) =0 = E, = —mgz

L’énergie cinétique est F. = lmz'2 et donc E,, = lmZQ —mgz L énergie mécanique est

conservée car la seule force qui travaille est le p01ds et il est conser . Sachant que I'énergie
mécanique initiale En,(t = 0) = En(A) = E.(A) + Ex(A) = 0, la conservatlon de D’énergie
mécanique donne

dEn,
5 0=

= En
= mVB—mglo = 0= Vs =1/29glo ‘

AN:Vs=+v2x9.81 x 20 ~ 19.81ms™*

Méthode 2 : Théoréme de ’énergie cinétique

Dans ce cas, nous avons

dE. = 0W(mg)
= dE. = mgey-dzeéy
zZB
= E.(B) — E.(A) = mg/ dz =mgzp
E
1
e EmVé = mglo = VB = v/2glo

AN: Vs =+/2x%x9.81 x 20 ~ 19.81ms™!

4. On accepte aussi la réponse : E,, ne dépend pas explicitement du temp.
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Méthode 3 : Equation horaire

Dans ce cas, nous avons, sachant que k1 = 0 et k2 = 0,

1
z(t) = —gt et 2(t) = gt @
CommezB—lo—QgtB:MfB ,/ @
VB = ZB—gthg” = /2glo @

AN:Vs=+2x9.81 x 20 ~ 19.81ms™* @

3. Cette question peut étre traitée également par deux méthodes.

Méthode 1 : Théoréeme de I’énergie mécanique

Pour ce faire nous avons besoin de I’énergie potentielle de la force élastique F = —k(z —1o)é.
D’ou

1 (z —lo)® + Cst.

dE,(F) = —ﬁ-dﬁzk(z—zo)dz:Ep(ﬁ)ZQ

Comme Ep(ﬁ) = 0 pour z = lp alors Cst=0. D’ou l’energie potentielle de S est donnée par
Ep = Ep(mg) + Ep(ﬁ) = —mgz + %k (z — lO)2
et I’énergie mécanique est

E,, = %m;&Q —mgz + %k (z — lo)2

Au point C, la vitesse de S est nulle et donc son énergie mécanique est réduite & son énergie

potentielle Ey,(C) = Ep(C) = —mgzc + 3k(zc — lo)?
La conservation de I’énergie mécanique donne, sachant que z¢'= H,

Em(C)=Em(A) = 0
:>fmgH+%k(Hflo)2 =0

— H?—2H(lo + 2

kg)+l(2) = 0

qui est un polynéme de second degré dont le discriminant réduit est égal a

A= (lo + %g)Q 2= %g (210 n %g) > 0.

Les deux racines sont

m m m
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On vérifie que H— < lp ce qui ’élimine puisque H > g ¢t donc la solution est

2o+ 2lo+m

H = Hi=(o+ Zg kg

k

AN : H = (20 + % x 9.81) + /7952582 x 20, 4 20x051) — 41 9.

Méthode 2 : Théoréme de ’énergie cinétique

Dans ce cas les forces qui travaillent sont le poids mgé, et la force élastique F= —k(z —lo)e€. et
nous avons ainsi

dE. = 6W(mg)+ oW (F)
= (mﬁ—i— ﬁ) . dzﬁ
= (mge. —k(z—1o)é) - dze.
= mgdz — k(z —lo)dz

zC
= E.(C)— E.B) = / (mg — k(z — o)) d=.
zp
Comme Vo =0 et zc — z = H — lp, nous obtenons

1

1
_EmVB% = mg(H —1) — ik [(zo — lo)” = (2 — lo)ﬂ
1 2
= —mglo = mg(H —1l) — Ek(H — )
= —mgH + %k(H —0p)® = 0
— H? —2H(lo+kg)+l(2) = 0

qui est un polynéme de second degré dont le discriminant réduit est égal a

2_Mm m
= (o + kg) 2= kg(250+ kg)>0.

Les deux racines sont

m m
He = (I +,/2 (21 m )
+ (lo + A 24 ACU R
On vérifie que H_ < [y ce qui I’élimine puisque H > [y et donc la solution est
m m m
H = Hy= (10+E9)+ 79 (210+E9)

120 20.

AN : H = (20.+ % x 9.81) + /785850 [2 x 20, 4 T02051) — 41 g,
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Exercice 2 : Mouvement & force centrale (11p)

Une bille M de masse m assimilée & un point matériel est at-
tachée au point O par un fil tendu inextensible, voir figure ci-
contre. M glisse sans frottement sur un plateau horizontal (Ozy)
d’un repére R(Ozxyz) supposé galiléen. La bille M reste tout

au long de son mouvement sur le plan (Ozy). La position de

M est repérée par les coordonées polaires r et , OM = ré,. =
A Tinstant initial ¢ = 0, M est lancée a partir d’une position

Plateau

My située a la distance ro du point O avec une vitesse initiale

Vo(M/R) = Voés, et l'on tire le fil de maniére & rapprocher ré-
gulierement M du point O tel que r(t) = ro — Vit, ou V; est la
vitesse radiale qui est constante et postive.

On admet que le fil exerce la force T =—T¢, sur M et qu’il reste tendu tout au long du mouvement,

T étant le module de T.

-

Toutes les grandeurs vectorielles doivent étre exprimées dans la base cylindrique (€., €y, k).

Les résultats finaux doivent étre considérés justes méme si r n’est pas substitué par (ro — V;-t).

. ey ~ . .
1. Le vecteur position est OM = ré,. L’expression du vecteur vitesse est

V(M/R) =

= 7€+ 1"(959

= 7Vr€r + (7’0 — Vrt) 689

et 'expression du vecteur accélération est donnée par

Y(M/R)

2. Les forces appliquées a la bille M sont

— Le poids de la bille P= mg = —ng
— La réaction du plateau sur la bille, elle ‘&

frottement et donc i = Rk

= (i =r0) & + (0 + 200)c

R

— (ro — Vit) 6%, + [(7‘0 V)b — zvra'] &.

— La force qu’exerce le fil sur la bille, T =-Te,

3. L’expression du moment cinétique de M par rapport a-6-dans R est donnée par

Go(M/R)

OM AmV (M/R)

rér Am (7‘5} + réé’g) = mr?0k = m (ro — Vyt)* Ok.

normale au plateau car la bille se déplace sans
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A linstant t =0, 5o = Oﬁo AmVy = mroVo&, A €9 = mroVok

4. Le PFD :
my(M/R) = P+T+R
—m [—r@Qé} + (7"9 + 27*9.)6'9} = —ng _Té.+ Rk
m {— (ro — Vit) 6%, + [(ro —Vi)d— 2VT9] ég} — —mgk — T + RE

a- En projetant le PFD sur k nous obtenons -mg+R=0= R=mg

b- Appliquons le théoréeme du moment cinétique

déo.(M/R)
dt
R
= F,(M/R) = Constante.

= My(T+P+R)=M,(T)=0M

La constante des aires est C = gg/m = roVy = r26

c- La projection du PFD sur €y donne
70 + 270
r20 + 2rif
odf | dr?

—~ 49

D’apres la question précédente,
20
—

=0

0 = 26 = consta

ago

C=—=rW
m

roVo
(T'() — Vrt) 2
roVo

Vi (1"0 — Vrt) +K

0r0(t:0)=O:+“£—S+K:>K:—K—Z,cequidonne

0 = (s

d- La projection du PFD sur €, donne

—mrf®*=-T=T = mr <TO%

T4 _ Wt
To*VTt) o ro — Vit’

2772
roVo

AT = —rT& N =0

nte
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5. L’expression de I’énergie cinétique est donnée par

Ec(M/R)

1 2 _1 2 242
SmV(M/R) = 2m<r +7%0 )

%m (VT2 + TngQ) .

r2

— —
Quant a I’énergie potentielle, la seule force qui travaille est T'. Sachant que dOM = rde, + rdféy,
le travail élémentaire de 1" est

N - —
oW(T) = T-dOM
2172
\%
= —mIZCG . (dré, + rdféy)
2172
= - TOZO dr
r
Or dE, = —0W, ce qui implique
2772 27,2
o roVo _ roVo
dE, = 3 dr = E, =—m o2 + K
21,2
et comme Ep(r - 400) 2 0=—=K=0—F =—m%
L’énergie mécanique est ainsi égale a
En = E.+ Ep
1 2, TaVe Ve 1,
= 3m <VT + 2 ) M = imVr

On note que FE,, est constante et donc conservée.

Exercice 3 : Retombée d’un satellite sur Terre (4p+Bonus
1P)

Considérons un satellite S de masse m touché par une panne
et on souhaite le faire retomber sur la Terre dans une zone non
habitée. L’orbite du satellite est circulaire et de rayon 9. Pour
cela, a partir d’un point A de son orbite d’origine, on réduit sa
vitesse brutalement et I’on souhaite qu’il retombe sur la Terre
apres avoir tourné d’un angle de 90° dans sa nouvelle orbite
elliptique, voir figure ci-contre. On note par Rr, Mr respec- A

2.5p

tivement le rayon et la masse de la Terre. G est la constante
gravitationnelle.

Le point A sur lorbite d’origine est 'apogée de la nouvelle or-
bite elliptique. On note par (p, ®) les coordonnées polaires du
satelitte dans son orbite elliptique. Le parametre p de 'orbite
elliptique est p = Rr.

Satelitte
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1. Les coordonnées polaires du point A sont 1.0p

pa = 7 L pa=plo=m)=—>L =L
1 + ecosm 1—e

1.5p

§ nous avons aussi ||Oj|\ = pa, ce qui

2. A appartient & l'orbite d’origine donc ||Oj|\ =79
i v précédente

R R
1—e 1—e ro
3. En utilisant I’expression de ’énergie mécanique en fonction de e et en substituant e par son
expression en fonction de ro et Rr, nous obtenons

o GMTm 2

E, = o (e 1)
_ GMim ([, Rr z )
o 2RT T0
_ GMrm ([Rr)®_,Rr
- 2Ry 0 T0

qui est la relation recherchée.

4. L’énergie mécanique en A est

. G’MTm

1
En(A) = 5mvj -

L’énergie mécanique se conserve ce qui permet d’écrire

1 2 G’MTm G’MTm (21"0 —_ RT)
—mVi - 10— .
2 To 2 To
1 M- 2ro — M-
2—771‘/2 _ _G T™m T0 2RT +G T™m
2 2 i To
1 2 _ GMTm RT
=i = o
VvVGMTR
— VA — %
0

Contréle de rattrapage : Février 2015

Questions de cours

Considérons un point matériel M animé d’un mouvement dans un référentiel galiléen R(O, zyz). Les
vecteurs vitesse et accélération de M dans R sont respectivement V(M/R) et Y(M/R). M est soumis a
une force conservative F et & une force non conservative FnC

1. Enoncer et démontrer le théoreme du moment cinétique.

2. Enoncer et démontrer le théoréme de ’énergie mécanique.
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Exercice

Soit R(O, zyz) le repere lié au centre du soleil et considéré galiléen. (;7 j, E) est la base cartésienne
liée & R. Considérons une comete M, que 'on peut décrire comme un point matériel, qui se déplace
dans le systeéme solaire et reste dans le plan (Ozy). Le vecteur position de M a pour expression OM =
t(1— %t)f—f— (t — 1)7 ot t représente le temps.

1. Déterminer les composantes du vecteur vitesse V(M/R) et du vecteur accélération ¥(M/R) en
fonction du temps t.

2. Etablir les expressions des vecteurs tangent 7 et normal 77 & la trajectoire.
3. Déterminer les expressions de Iaccélération tangentielle 4; et de I’accélération normale 7,.

4. Montrer que la trajectoire est une parabole. Rappeler la valeur de ’excentricité dans le cas d’une
parabole. Déterminer le parametre p de la parabole et la distance minimale entre la comete et
le soleil. Que peut-on dire de la force exercée sur M 7

Probléme

Un anneau assimilé & un point matériel M de masse m se dé-
place sans frottement sur un axe (O1A). Le point M est attaché
a Pextrémité d’un ressort de constante de raideur k et de lon-
gueur a vide lp. L’autre extrémité du ressort est fixée au point
01, voir figure ci-contre. L’axe (O1A) est horizontal et animé
d’un mouvement de rotation uniforme autour de 'axe Oz avec
une vitesse angulaire constante w. Le point O; est repéré par

N s
001 = (Vot)k, t étant le temps et Vp est une constante positive.

X

Soient R(O, i E) le repere du laboratoire supposé galiléen et R1(O1, €p, €,, E) le repere 1ié a l'axe

— B
(O1A). Le point M est repéré dans le référentiel Ry par O1M = pé, et (i,€,) = ¢ = wt.
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Toutes les grandeurs vectorielles doivent étre exprimées dans la base (€,, €, E)
1. Etablir les expressions du vecteur vitesse V(M /R) et du vecteur accélération (M /R) de M
dans R.

2. Faire le bilan des forces appliquées a M dans R en donnant I’expression de chacune d’elles.

3. Appliquer le principe fondamental de la dynamique dans R. Projeter la relation vectorielle
obtenue respectivement sur €,, €, et k et déterminer

a- les composantes de la réaction R de 'axe sur M ;

b- En déduire que ’équation différentielle vérifiée par p est donnée par :

.. k 2 k
p+<——w)p = —lp.
m m

4. Etablir I'expression du moment cinétique &o(M/R) de M par rapport & O dans R.
5. Déterminer les moments de chacune des forces appliquées & M par rapport a O dans R.
6. Appliquer le théoréeme du moment cinétique dans R et retrouver

a- les composantes de la réaction R de 'axe sur M;

b- ’équation différentielle vérifiée par p.

Dans la suite de I’exercice, nous travaillerons dans le repére R 1. On rappelle que R n’est pas un repére
galiléen.

7. Etablir les expressions du vecteur vitesse V(M /R1), du vecteur accélération d’entrainement 7.
et du vecteur accélération de Coriolis 7.
8. Déterminer 'expression de 1'énergie cinétique E.(M/R1) de M dans R;.
9. Faire le bilan des forces appliquées & M dans R1 en donnant ’expression de chacune d’elles.
10. Déterminer le travail élémentaire W de chacune des forces appliquées & M dans R;.
11. Déterminer I'expression de I'énergie potentielle E,(M/R1) de M dans R;.
12. En déduire lexpression de ’énergie mécanique Fn,(M/R1) de M dans Ri.
13. En(M/R1) est-elle conservée ? Justifier la réponse.
14. En appliquant le théoreme de 1’énergie mécanique, déterminer 1’équation du mouvement de M.

15. Déterminer la position d’équilibre et étudier sa stabilité.

Corrigé du contréle de rattrapage de février 2015

Questions de Cours (3P1)

1. Ennoncé du théoreme

La dérivée par rapport altemps du moment cinétique &,(M/R) d’un point matériel M dans

un référentiel galiléen R est égale au moment de la résultante des forces extérieures M, (F)

d3,(M/R)|  —»
TEI = Mo(F).

Accépter tout autre énoncé équivalent.
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Démonstration
Appliquons la dérivée par rapport au temps au moment cinétique dans un référentiel galiléen,
R,
dco(M/R) dOM L. = dp
Rl el A7 - M A ZE
dt d AP+ OMA dt
R R
comme 5= mV (M/R) alors
s (M R
4% (M/R) ot n P
dt t
R R

En appliquant le principe fondamental de la dynamique, dp = ﬁdt, on obtient

3 (M/R)
dt

OM A F.

2. Enoncé du théoreme :
La variation de ’énergie mécanique d’un systéme matériel entre deux point A et B de la tra-
jectoire est égale au travail des forces non conservatives, qui s’exercent sur ce systéme, sur le
parcours entre ces deux points

Ep — Ejy = WX (Fac)

ou sous sa forme différentielle
dEmm = dE: + dE, = 6W (Fne).
Accépter toute autre réponse correcte.

Démonstration :

Partant du PFD :

VMR B R
dt
R
_ —
VMR dOM | (F. + F..) - dOM
dt dt
R R
:>d<%VQ(M/R)>fﬁC~dO—>M — F..doM
— dE.(M/R) + dE,(M/R) = W (Fn.)
— d(E.(M/R) + E,(M/R)) = W (Fy.)
— dEn(M/R) = 6W(Fne)
— FE2_E} = w5

Accépter toute autre approche ou démonstration correcte.

Exercice (3pt+1Bonus)

1. Les expressions de la vitesse et de I'accélération en fonction du temps sont données par V(M /R) =
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Git+gi=0—-t)i+]
’
F(M/R) = & +§j = —7

2. Les expressions de T et de 7 sont égales a

- V(M/R) 1 ((
Vi JO-tZ+1

K xd 1
17t)l+])77t272(t71)

((1 - t)f+f)
et

1

R=kAT=
2—2(t—1)

(fﬂ (1- t)j’)
1.0p

3. Les expressions de l'accélération tangentielle et de I’accélération normales sont données par
W= GOIR)-H7

_ ﬁ (1=0)7+7)

et

Yo = (GM/R)-ii)7i

2 — 2tt —1) <_;+ (- t)j)

Considérer tout autre réponse correcte.

4. L’équation de la trajectoire s’obtient comme suit

1

1
ro= —otitt=—g(t-1)+ g =y 2w —1=0

1
2

qui est ’équation d’une parabole @
O
L’excentricité dans ce cas est e = 1 @
L’équation cartésienne de la parabole‘en_fefiction du parametre p (voir Cours) est y* + 2px =

p=—=p=1 La distance minimale entre la comete et le soleil est obtenue pour y =
4
0 = Tmin = 1/2

La force exercée sur M est centrale car la trajectoire est une conique

Probleme (14p)
1. Les expressions de la vitesse et de 'accélération de M dans R sont

dOM
dt

= pep + e, + Vok = pé, + pwé, + Vok
R

V(M/R)

F(M/R) (5 — pw?) &) + 2pwé,.
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2. Le bilan des forces

— le poids mg = fmgl; @

— la force de rappel F = —k(p — o) &,

— la réaction R = R,é, + R.k
3. Le PFD
my(M/R) =
m [(p — pw2) €y + 2pwé]p] =

m [(p— pr) €+ 2pwé,] =

Projection sur les vecteurs de la base (€,,

les frottements étant négligeables.

F+R+mg
—k(p—10) @ + Ry€p + Rk — mgk

—k(p— o) & + Ry — (mg — Rk @

€py k) :

projection sur &, : m(p — pw?) = —k (p — lo)

projection sur €, : 2mpw = R,

e
projection sur k : 0 = —(mg — R.)

a- Les composantes de R sont
R,

R

b- L’équation différentielle vérifiée par p est

I UL )
m m

.. k 2 k
== p+ E—w p = Elo'

4. Sachant que z = Wot,
do(M/R)

OM AmV (M/R)

= m (pé’p + VotE) A (/‘)5,, + pwé, + VOE)

= mewE — mVope, + mWotpe, — mVotpwe,

= —mVotpwe, —mVo (p — pt) €, + mp°wk. @

5. Les moments des forces appliquées a M par rapport a O dans R sont

Mo(F/R) = OM
Mo(mg/R) = OM
Mo(R/R) = OM

OMAF = (pép + votE) Al=k(p — 10)&,] = —kVot(p — l0)é. @
Amg = (pé'p + Votl;) A [-mgk] = mgpé, @

AR = (pa,, n VOtE) ARy + RE] = pRyk — pR.Z» — R,VolE, @
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6. Le théoréeme du moment cinétique dans R donne 1.5p
ddo(M/R = o = R = o
% = Mo(F/R) + Mo(mg/R) + Mo(R/R).
R
Nous avons ainsi
doo(M/R . SN = L\ o A
% = —mWywp+twp —w(p— pt)] €, —mVy (tpw2 — pt) €, + 2mppwk
R
= —2mWstpwe, — mWy (tpw2 — p‘t) €+ QmppwE
ce qui implique que
—2mVptpwe, — mVp (tpw2 - ﬁt) € + 2mppwl_€ = —R,Voté, +

+ (=kVot (p = lo) + mgp — pR:) €, +

+ (pRy) k.
En projetant ’équation vectorielle précédente sur la base cylindrique, I’on obtient :
a-
R, = 2mpw
DN
R. = mg
b- et
tpw® —pt = —kVot(p—1lo) = p+ E—WQ :EZ
pw” —p 0 0 ptel— p=—lo.

7. Les expressions de la vitesse et des accélérations d’entrainement et de Coriolis de M dans R1 0 75p

sont

V(M/R1)

Yo = 2wk AV(M/R) = 2pwé,. @

8. L ’expression de I’énergie cinétique E.(M/R1)

1 1
E.(M/R.1) = EmV(M/’Rl)2=§mp2 ‘

9. Dans R, il faut tenir compte des forces d’inerties :
— le poids mg = —mgk;
— la force de rappel F'= —k (p —lo) €,;

I
>-
]

)

0.25p
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— laréaction R = R €+ RZE, les frottements étant négligeables ; our les trois forces

précédentes 0.0p dans le cas contraire.

— la force d’inertie d’entrainement f;e = —mAe = mpw?é,
— la force d’inertie de Coriolis ﬁc = —2mpwé,. ‘
. . . Py~ o .
10. Le déplacement élementaire dans R est dO1M = dpé, de qui donne
oW (mg) = mg- dO1M =0 ‘
SW(E) = —k(p—10)&,-dOrM = —k(p — lo)dp

SW(R) = (Ru@p+ R.K)-dOM =0 @
(5W(ﬁ-e) = f dO1M mw?pdp @

W(fie) = fie- dOM =0

11. Les travaux élémentaires non nuls peuvent étre intégrés et donc I’énergie potentielle de M dans
R1 est

dE, = —8W(F)—sW(fi.)
k(p — lo)dp — mw®pdp

= w2 ) el
E,(M/R) = k 3 lop mw” + Cst
2

= (k- mwQ)% — klop+ Cst

Priére de considérer la réponse E,(M/R) = £ (p —lo)* — mw2§ + C'st. correcte.

On peut prendre la constante nulle, cela n’a pas d’influence sur les résultats physiques.

12. L’énergie mécanique de M dans R est

1 2
En(M/R1) = Ee(M/Ra)+ Ep(M/R1) = 5mi® + (k - mwQ)% — klop + C'st.

13. L’énergie mécanique En,(M/R1) se conserve car les travaux des forces qui travaillent dans R4

sont des formes différentielles totales.

Priére de considérer tout autre approche ou réponse correcte.

14. Le théoréeme de I’énergie mécanique donne
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%202mpﬁ+(k—mw2)pp—klob =0
— mp p+(E—w2)P—EZO =0

. k 2 _ Kk
:p+(a—w)l) = mlo

car p#0
15. Les points des

abilités s’obtiennent comme suit 1.25p

dE,(M/R,) o
dp
P=Pequi
klo
IR e
comme
d*E,(M/R
SRR = k- mw? ‘
dp
P=Pequi
on en conclut que pequi = ﬁ’w—z est une position d’équilibre table sik > mw?

et instable dans le cascontraire
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